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Sitzungsberichte 

der 

königl. bayer. Akademie der Wissenschaften, 



Mathematisch-physikalische Ciasse. 

Sitzung vom 13. Januar 1894. 

1. Herr L. Boltzmann legte eine Abharuilnng fies Herrn 
Dr. F. BiCfiARZ, PriTatdocenten an der Universität Bonn: 
»Ueber die elektrischen und magnetischen Kräfte 

der Atome" vf>r, unter Besprechung der hauptsächlichsten 
Resultate derselben. 

2. Herr GüSTAV Bauer überreicht der Classe, ebcntulls 
nnter Mittheilung der wesentlichen Ergebnisse, eine Abhand- 
lung des Herrn Dr. Karl DOblbmann, Privatdocenten für 

Mutheniatik an der liiesigen Universität: „IJeber eine cin- 
fache, eindeutige üaumtrausformation dritter Ord- 
nung*. 
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Ueber die elektrischen und magnetischen Kräfte 

der Atome. 

Von Dr. F. Richars. 
PriTatdocent an der Universität Bonn. 

(Sin g tk ntf m 13. Januar.) 

In den Sitzungen der Niederrheiniscben Qesellscliaft in 
Bonn Tom 1. Dezember 1890*) und vom 12. Januar 1891*) 
habe icb einige Befcracbtun<,'en vorläufig mitgetheilt, welche 
an die elektrochemische Theorie in derjenigen Form an- 
knüpfen, die ihr durch Herrn H. von Hehnholtz in einer 
Keilie von Abhandhingen ans den Jahren 1873 ])is 1882, 
am ausführlichsten in seiner Kede zu Faraday's Gediichtnii-.s 
gegeben wurde. ^) Meine Ausführungen betrafen die elek- 
trische Wirkung ultravioletten Lichtes, die elektroljtische 
Leitung der Gase, das elektrische Elementarquantnm, die 
die zwischen den Atomen einer Molekel wirksamen elektro- 
statischen, elektrodynamischen nnd Gravitationskräfte, die 
chemische Wärmeentwicklung insbesondere die Dissociations- 
warme (fiir Untersalpetersäure und für Joddanipf). die Er- 
regung elektrodynamischer Wellen durch periodische Be- 
wegung der Valenzladungen und endlich eine Anwendung der 
kinetischen Theorie mehratomiger Gase von Herrn Boltzmann*) 

1) F. Hichiirz, Sitzher. der Nioderrh. Co. 47, p. 113, 114; 181)0. 

2) F. Kichar/.. Sitzher. der Niederrli. Ües. 48, p. 18—32; 1891. 
31 H. V. Helmholtz, Journ. ehem. 8oc. June. 1881. Vorträge u. 

Reden II, p. 275, 

4) L. BoUzmann, Sitsber. d. Wiener Alcad., mathem., GL, 63, 
p. 417, 187L 

1* 
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und des Clausias^schen Virialsatzes auf die intramolekulare Be- 
wegung. In anderer Anordnung habe ich über einen Thetl 
dieser Betrachtungen am 20, Juni 1891 in der Physikulischen 
Ge.-=ell-( haft zu Berlin vorgetragen, 

Weiterhin schien es dann zweckmassig, bei der ausführ- 
lichen Wiedergabe der erwähnten Schlussfolgerungen, von 
der ich durch andere Arbeit lange abgehalten wurde, strenger 
zn trennen, was schon vor Einführung der elektrochemischen 

Theorie abzuleiten war, was erst nach Kinführung derselben. 
Jenes sind die aus der Anwendung des \'irialsat7.es auf die 
kinetische Theorie der Materie zu ziehenden Schlüsse in 
Bezug auf mehratomige Gase*) und in Bezug auf das Gesetz 
von Dulong und Petit. ^) In ersterer Arbeit ergab sich ins- 
besondere eine von der elektrochemischen Theorie unab- 
hängige Beziehung zwischen Dissociationswärme und Druck, 
welche (wie früher die ans der elektrochemischen Theorie 
und der Dissociationswärme gezogenen Schlüsse) l^ei Unter- 
salpeter.-äure und Joddampf und ausserdem autli bei der 
Dissociationswärme des Wasserstolfs nach Herrn E. Wiede- 
mann's Messungen*) sich bestätigt fand. 

Im Folgenden sind die an die Helmholtz^sche Theorie 
angeknüpften Betrachtungen ausftlbrHch im Zusammenhang 

wiedergegeben und der letzte Absolmitt über den mole- 
kularen Magnetismus neu hinzugefügt. Während der Nieder- 
schrift erschien die Arbeit von Herrn H. Ebert über die 
Dissociationswärme in der elektrochemischen Theorie.^) 



Ij F. Kicharz, Verh. Phys, Ges. Berlin 10, \^. 73-79; 1891. 

2) F. Richarz, Wiedem. Ann. 48, \s. 4G7-492; 1893. 

3) F. Kicharz, Wied. Ann. 48, p. 708 710; 1893. 

4) E. Wiedemann, Wied. Ann. 10, p. 253, 1860; 18, p. 509, 1883; 
Ostwald, Allgoiii. Chemie 2, p. 49. 

6) H. Ebert, Wied. Ann. 50, p. 255-260; 1893. 
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L Elektrochemische Theorie nach Helmholtas. 

Die HelmboltzVIie Fonn der elektrochemischen Theorie 

hat folgenden wesentliclien Inhalt. ^) 

Fiiraday's Gesetz von der festen elektrolytisclien Wirkung 
lässt sich in Verbindung mit Kekule's Theorie von der che- 
mischen Valenz dahin zusammenfassen, „dass dieselbe Menge 
Elektricität, wenn sie durch einen FJlektrolyten fliesst, immer 
dieselbe Menge von Yalenzwertben an beiden Elektroden ent- 
weder frei macht, oder in andere Verbindangen fiberftthrt". 
Nimmt man die Ton Herrn Hittorf und Herrn F. Kohlraasch 
nachgewiesenen Gesetze der Jonen Wanderung hinzu, ko kann 
man dem Faraday 'sehen Gesetze die Form geben: , durch 
jeden Querschnitt eines Elektrolyten tijidet immer rK|uivalente 
elektrische und chemische Bewegung statt. Genau dieselbe 
bestimmte Menge, sei es positiver, sei es negativer Elek- 
tricität bewegt sich mit jedem einwerthigen Jon. oder mit 
jedem Valenzwerth eines mehrwerthigen Jon, und begleitet 
es unzertrennlich bei allen Bewegungen, die dasselbe durch 
die FlQssigkeit macht*. 

Bei Hinzunahme der Ätomtheorie führt dieses Resultat 
zu einer Folgerung, welche Herr H. v. Hehnholtz so aus- 
spricht: „Wenn wir Atome der chemischen Elemente an- 
nehmen, so können wir nicht umhin, weiter zu schliessen, 
dass auch die Elektricität, positive sowohl wie negative, in 
bestimmte elementare Quanta getheilt ist, die sich wie Atome 
der Elektricität verhalten. Jedes Jon muss, solange es sich 
in der Flüssigkeit bewegt, mit je einem elektrischen Aequi- 
valent fQr jeden seiner Valenzwerthe vereinigt bleiben. Nur 
an den Grenzflächen der Elektroden kann eine Trennung ein- 
treten: wenn dort eine hinreichend grosse elektromotorische 

1) Vergl. F. Richarz, 1. c. und Naturw. Rundschau 6, Nr. 49 
und 50; 1891. 
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Kraft wirkt, dann können die Jonen ihre bislierige Elek- 
tricität abgeben und elektrisch neutral werden.* 

. Wenn die yorher positiv geladenen Atome von Wasser- 
stoff oder irgend einem andern Kation aus ihrer Verbindung 
ausscheiden und sich gasförmig entwickeln, so ist das ent- 
wickelte Gas elektrisch neutrat, d. h. es enthalt nach der 
Ausdrnckswei.se der dnalistisclien Tlieorie «gleiche Quantti 
j)Ositiver und negativer Elektricität. Entweder also ist jedes 
Atom t'lf'ktri.scli neutral, oder je ein Atom, welches positiv 
beladen bleibt, verbindet sich mit je einem Atom, welches 
seine positive Ladung mit einer negativen ausgetauscht hat." 

Ohne Kenntnis» der Helmholtz^scben Faraday-Rede hat 
auch Herr £. Budde aus den Gesetzen der Elektrolyse die 
Folgerung gezogen, dass es ein Miniraalquantum der Elek- 
tricität £jeben müsse und auch bereits den annähernden 
Werth desselben berechnet.^) Diese Arbeit ist mir erst nach 
Publicatiou meiner vorläufigen Mittbeilungen bekannt ge- 
worden und bat daher leider in diesen noch keine Erwähnung 
gefunden. 

Das Resultat, die elektrische Beladung der Valenzstellen 
betreffend, gilt zunächst nur für die freien Valenzen der 
Jonen in Elektrolyten. Aber es sind viele Thatsachen be- 
kannt, welche dafür spreclien, dass die elektrolytische Leitung 
eine weit mebr verbreitete Eigenschaft ist, als man früher 
glaubte, dass dieselbe keineswegs ausschliesslich den Säuren 
und Salzen zukommt. Aach ist dieselbe, wie wir mit Sicher- 
heit wissen, durchaus nicht auf den flüssigen Äggregatzustand 
beschiänkt. Ferner können wir in zahlreichen Fällen aus 
secundären Prozessen bei der Elektrolyse auf die elektrische 
Ladung von Valenzen schliessen, welche nicht nothwendig 
die freien Valenzen eines Jon sind. Aus stark verdünnter 
Chlorwasserstotfsäure wird an der Anode neben Chlor auch 



1) £. Budde, Wied. Ann. 25, p. 562; 1885. 



Digitized by Google 



Ituharg: JäUklrisehe und magneHsehe Kräfte der Atome, ■ 7 

Öauerötüff entwickelt. Entweder ist nun in diesem Falle der 
Sauerstoff selbst Anion, oder derselbe entsteht secundiir durch 
Einwirkung des Chlors auf das Lösungswasser. In letzterem 
Falle würden die Ghloratome, indem sie mit dem Wasserstoff 
des Wassers neue Chlorwasserstoffisäure bilden, ihre ursprüng- 
liche negative Ladung behalten, so dass also der neatral ent- 
weichende Sauerstoff die entsprechenden Aequivalente nega- 
tiver Ladung an dif Anode abgeben niiisste. Auf jeden Fall 
können wir scli Hessen, dass auch in den V\' as^ermolekelii, 
welche bei der Elektrolyse, wenigstens der concentrirten 
Cblorwasserstoffsäure, gewiss nicht betheiligt sind, der Sauer- 
stoff negative Ladung besitzt. In derselben Weise kommt 
man för viele andere Fälle su der sicheren Folgerung, dass 
auch andere Valenzen die elektrische Ladung besitzen als die 
freien Jonenvalenzen. Jedes Atom oder jede Atomgrnppe, 
welche bei einem secundSren Process an die Stelle eines Jon 
treten kann, mnss für jede Valenz mit einem elektrischen 
Elementanjuantuin beladen sein. 

Es bleibt zunächst eine offene F^*age, ob bei der ulcktro- 
lytischen Ausscheidung freier neutraler Molekeln die Neu- 
tralisation so zu denken ist, dass jedes einzelne Atom des Jon 
neutralisirt wird; oder ob dieselbe in der Weise geschieht, 
dass beispielsweise beim Wasserstoff ein Atom sein positives 
Blementarquantam an die Kathode abgibt, dafUr ein nega- 
tives empfängt, und sich mit einem anderen Atom, welches 
.seine positive Ladung bc-halten hat, zu einer als Uanzes neu- 
tralen Molekel vereinigt. Herr von HelinlioUz spricht sich 
für die letztere Alternative au?^, welche zugleich mit der aus 
Avogadros Gesetz gezogenen Folgerung übereinstimmt, dass 
die Molekeln des freien Wasserstoffs aus je zwei Atomen 
zusammengesetzt sind. 

Dass Atome derselben Art, wie nach dieser Ansicht bei 
den Gasen die beiden Atome einer Molekel, Ladungen ent- 
gegengesetzter Art besitzen können, folgt in anderen Fällen 
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mit Sicherheit aus elektrolytischen Processen. So iat der 
Schwefel in den Pchwefehnetalleii Anion, also negativ ge- 
laden; in Schwefelsäure muss er aber positi? geladen sein, 
da er bei der Elektrolyse concentrirter Schwefelsaure an der 
Kathode abgeschieden wird — ob dies durch einen primären 
oder einen secundären Process geschieht, kommt, wie oben 
auaeinandergepetzt, dabei nicht in lietniclit. Analog können 
wir auch für den Stickstoff" schliessen; man niuss annehmen, 
dass in der Stickstoffwas.senstoÖsänre X, H die freie Valenz 
der Gruppe als diejenige eines Anion negativ geladen 
sei; dagegen bei der Elektrolyse von Anioniaksalzen und 
salpetersauren Salzen wird unter Umstanden freier Stickstoff 
an der Kathode abgeschieden; also ist in diesen Verbindungen 
wenigstens ein Theil seiner Yalenzwerthe positiv geladen. 

Zu der Anschauung, dass von den beiden Atomen, welche 
die Molekel eines Gases bilden, das eine positiv, das andere 
negativ elektrisch sei, ist auf ganz anderem Wege auch 
Herr W. («iese,^) sowie später aucli Herr A. Schuster*) 
gelaugt, welche aunehmeu, dass unter dem Kinfluäse elek- 
trischer Kräfte die beiden entgegengesetzt geladenen Atome 
getrennt werden und als Jonen die Leitung der Eiektricität 
in Gasen ermöglichen. Diese Annahme hat durch die Ver- 
suche der beiden genannten und anderer Physiker') einen 
hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt. 

Aus den oben angeführten Betrachtungen gelaugt Herr 
von Helmholtz zu dem Schlüsse, dass nicht nur bei den 

1) W. Giese. Wied. Ann. 17, p. 538, 1882; 88, p. 40S, 1889. 

2) A. Schuster, Proe. Boy Soe. London 87, p. 317, 1884; 1887 

Nr. 256; 1800 Nr. 291 p. 52G. 

ö) .T. J. Thomson, Phil. Mag. 15, p. 432, 1883: 29, p. 358, 441, 
1890; 3G, p. 313, 1893. Hob. v. Holinholtz, Wied. Ann. 32, p. 1, 1S87. 
Rob. V. Tff'liiiholt/. und F. Richarz, Wied. Ann. lO. ICI, 1890. 
E. WiedcMiann und II. Ki.crt. Wied. Ann. 35, p. 209, ISbb. J. Elster 
und H. Geitel, Wied. Ann. 37, p. 325 ff., 1889; 39, p. 330, 331, 1890. 
C. Ludeking, Phil. Mag. 33, p. 521, 1892. 
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Jonen, sondern ganz allgemein jeder Valenzwerth eines 
Atoms mit je einem Elementarquantum entweder positiver 
oder negativer Siektrieitat beladen sei. 

Weiterhin scbliesst Herr von Helmholtz ans Betrachtung 
der Arbeitsleistnngen bei der Elektrolyse, dass die Elementar- 
quanta der beiden Elektricitäten -}- e und — • c, mit verschie- 
dener Kraft von verschiedenen Atomen (vielleicht auch von 
den verscliiedencn Verljindun<^s.stellen eines einzelnen mnlti- 
valenten Atoms) angezogen werden. Wasserstoff und die 
Metalle müssen stärkere Anziehung für e, schwächere für 
— e haben; umgekehrt Sauerstoff und die Halogene. 

Eine solche, ffir verschiedene Substanzen und für die 
beiden Elektricitäten verschiedene Anziehung zwischen pon- 
derabler Materie und Elektricität ist keine ad hoc geraachte 
Hypothese, sondern nniss auch anL^enonnmn werden znr Er- 
klärung von Volta's Fundamentalversuch über die .Scheidung 
der Elektricitäten beim (Jontact heterogener Körper. Aua 
der Verschiedenheit der Anziehungen für die beiden Elek- 
tricitäten ergibt sich, dass unter Leistung positiver Arbeit, 
welche als abgegebene Wärmemenge erscheinen kann, eine 
positiv beladene Sauerstoffvalenz ihre Ladung gegen eine 
negative auszutauschen vennag. Hieraus hat Herr von Heim- 
holt/ das Zustandekommen der Convectiousströme in sauer- 
stf)fthaltigen verdünnten Säuren erklärt; weiterhin hahe ich 
gezeigt,*) wie jener Umstand ebenfalls eine vollständige Auf- 
klärung darbietet für das verschiedene Verhalten der beiden 
Gruppen von Superoxyden, welche Schönbein unter den Namen 
»Ozonide* und »Antozonide* unterschied. 

Die von Berzelius behauptet« und auch von Faraday 
angenommene Identität der chemischen Verwandtschaft und 

1) H. von Helmholtz, Ber. d. Berl. Akad. 1873, p. 587; 1880, 
p. 286; 1888, p. 662; Pogg. Ann. 160, p. 483, 1873; Wied, Ann. 11, 
p. 787, 1880. Wissenscbaftfiche Abhandl. 1, p. 830, 917. 

2) F. Bicbarz, Ber. d. deutsch, ehem. Oesellscfa. 21, p. 1676, 1888. 
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der Elektiicitiit spricht Herr von Ilelniholtz auT Grund iler 
eutwickelten ISclilussfolgerungen dahin aus, dass wenigstens 
die „bei weitem mächtigsten unter den chemischen Kräften 
elektrischen Urspraogs sind. Die Atome haften an ihren 
elektrischen Ladungen und die einander entgegengesetzten 
Ladungen wieder aneinander". Wenn jede Valenz mit einem 
Elementarqnantum entweder von -1- E oder von — E be- 
laden is;t, SU können elektrisch neutrale Verbindungen nur 
hergestellt werden, wenn jede positiv beladene Valenzstelle 
sich mit je einer negativ beladenen verbindet. , Daraus folgt 
dann unmittelbar, dass jede Verwandtschaftseinheit eines 
Atoms nothwendig mit einer und nur mit einer solchen 
Einheit eines anderen Atoms verknüpft sein muss. Dies ist 
in der That die wesentliche Behauptung der Valenztheorie 
der modernen Chemie." 

So würde sich in einfachster Weise Kekules Verkettung 
der Atome durch die Verbindung ihrer Valenzwerthe er- 
geben, wie sie in den typischen Verbindungen gefundeu 
wird. Elektrolyte aber gehören stets zn den typischen Ver- 
bindungen. Anders würde es sich verhalten mit den losen 
molecularen Aggregaten, welche nicht mit Valenzwerthen 
an einander geknüpft sind, z. B. der Bindung von Krystall- 
wasser; ihre Bestandtheile können nicht durch elektrische 
Kräfte von einander getrennt werden; dieselben werden also 
auch nicht durch elektrische Kräfte verbunden, sondern anders 
geartete Molecularkräfte müssen zwischen ihnen wirksam sein. 

Herr von Helmholtz hat sich bei seinen Folgerungen und 
Anschauungen der Sprache der alten dualistischen Theorie 
bedient; gerade in ihr laasen sich die quantitativen Bezieh- 
ungen bei der Elektrolyse am leichtesten und bestinuntesten 
ausdrücken. 

Sind die Schlüsse in der S])rache der einen Theorie con- 
sofjuent durchgeführt, so ist der Ausdruck derselljen Schluss- 
reibe iu der Sprache einer anderen Theorie wie eine lieber- 
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Setzung: der wesentliche Inhalt ))lpi))t davon unherührt. Ins- 
besondere ist herrorziiheben, dass alle auf Grund feststehender 
Tliatsacben angestellten Berecbnungen mechanischer Grossen, 
wie der Anziehung zwischen Elektricitatemengen, der Arheit 
bei ihrer Trennung u. 8. w. von der Sprache der Theorie 
nn berührt bleiben, in welcher der Zusammenhang der That- 
sacben bildlich ausgedrückt wird. 

IL Aus der kinetischen Gastheorie entnommene 

Voraussetzungen. 

In die Berechnung des elektrischen Elementanjuantunis 
f^eht aus der kinetischen Gastheorie die Zahl der Molekeln 
in 1 ccm Gas ein. Man muss sich darüber klar sein, mit 
wie geringer Sicherheit diese Zahl bekannt ist. Ihre Be- 
rechnung ist bekanntlich zuerst aufgeführt Ton Herrn Van 
der Waals.^) Die zu Grunde liegenden Gleichungen sind nach 
der «kinetischen Theorie der Gase* von Herrn 0. E. Meyer, 
pag. 228—230, folgende: 

Es sei ü die mittlere molekulare Weglüiif^e, X die Kante 
des einer Molekel zukonmienden Elenientarvvürfels, q der 
von Clausius einj^eführte „Radius der Wirkungssphäre*". Dann 
ist in erster Aonäberung 

Eine zweite Beziehung geht ans Ton dem wahren Vo- 
lumen h der Molekeln in der Zustandsgieichung von Herrn 
Van der Waals. Der Werth von h gilt, wie diese . Zustands- 
gieichung, fdr die Masseneinhett des betrachteten Gases. 

0. E. Meyer findet dann aus der Verkleinerung, welche an 



1) J. D. van der Wuals, Mic Continuität de« gasförmigen und 
llüssigen Zustandes, deut^fch von noth, Leipzig 1881, Beibl. z. Wied. 
Ann. 1, p. 10, 1877. Hühlmann, Mechan. Wänneth. II, p. 244. 
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dem Werthe von L bei einer zweiten Annäherung anzu- 
bringen ist: 

wo 91 die Zahl der Molekeln in der Maaseneinheit ist. Multi* 
pHcire die beiden Gleichungen mit einander und beachte, 

dass = t;, dem scheinbaren Volumen, welches die Massen- 
einheit den Gases alä Ganzes einnimmt, i»t, so ergibt sich 



Ks soll bei Anwendung dieser Gleichung stets eine Atnio- 
8j)liäre als Druckeinheit, und diis Volumen v der Massen- 
einheit beim Druck 1 und der Temperatur 0^ als Volumen- 
einheit gewählt werden. Die von Van der Waals ange- 
gebenen Zablenwertbe für b gelten meist fQr diese Einheiten. 
Einige seiner b sind aber für 1 m Quecksilber als Druck- 
einheit angegeben; die zugehörige Ausnah msvolnmeneinheit 
ist also das ü,7<) lache unserer gewöhnlichen; und da h ein 
seinem Wesen nach constantes Volumen bedeutet, betragen 
die Ausnahms-Zahlenwerthe von h das 1/0,76 fache derjeüigeu 
für die gewöhnliche Einheit; zur Keduction auf unsere obigen, 
gewöhnlichen Einheiten sind jene Ausnahms-Zahlenwerthe 
von b daher mit 0,76 zu mnltipliciren. ^ 

Wird nach dieser Keduction die Formel för q bei einem 
Gase angewandt, und wird p = l Atmosphäre, die Tem- 
peratur = 0^ genoninien, so wird v = 1, und für L ist der 
Werth Lq bei 0^ zu nehmen; also 



1) Die obigen Betrachtungen fahren mitUebergehung der letzten 
Gleichungen auf Seite 229 bei 0. E. Meyer für q anmittelbar sa obiger 
Schlnssformel, welche im Weaentlichen mit den ersten Gleichungen 
auf Seite 280 ebenda übereinstimmt, in der Form aber, insbesondere 
hezüglieh der Dimensionen vielleicht übersichtlicher ist 
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Für Lf^ sind die Werthe genommen, welche aus den für 
0^ geltenden Ueibuugscoefficieuten /;„ nach den Beobacht- 
ungen von Herrn von Obermayer ^) folgen. Dieselben sind 
in der unten stehenden Tabelle angegeben; ans i^^ ist die 
Weglange nach der Formel 

0,318. iti.ß 

berechnet,*) wo die Dichtigkeit, ii der Maxwell'sche Mittel- 
werth der Molekulargefich windigkeit ist. Die bei Wasser- 
dampf unten angegebene Zahl ffir i;^ ist den Beobachtungen 
der Herren Hundt und Warburg') entnommen. 

Die Herkunft der Werthe von h ist in der unten an- 
g«^gcl)enen Tabelle jedesmal einzeln aufgeführt; weini verr 
schiedene Beobachtungen bt-zw. Berechnungen für <'in und 
dasselbe Gas erlieblich verschietlene ^\ ei the ergeben haben, 
sind die Extreme, sonst das Mittel angegeben. 

der ,iiadiu8 der Wirkungssphäre", wird gleich dem 
Durchmesser der als starre Kugel gedachten Molekel ange- 

iloujmen, also deren (Querschnitt g = . Die Summe 

aller Molekularquerschnitte in 1 ccm bei 0® und Atmo- 

spbärendruck ergibt sich aus der Weglänge nach der 

Formel*): O«« } Endlich wird dann ^ die Zahl 

1) V. Oberinayer, Carls Rep. 13, p. 156, 1877. 
2} 0. E. Meyer, 1. c, pag. 323. 

3) Kundt u. Warburg, Pogg. Ann. 165, p. 540, 187ü; 0. E. Meyer, 
1. c, p. 141, 142. Der Werth n ist auf 0^ rcdsdrt unter der An- 
nahme, dass der Beibnngscoef&cient für Wasserdampf wie fär andere 
der Condensation nahe Oase der abiolaten Temperatur proportional 
sei. (0. E. Mejer, p. 169.) • 

4) 0. £. Meyer, 1. c., p. 206. 
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der Molekeln in 1 ccra Gas bei 0® und Atmoephftrendruck. 

Die Hesultute, stets in C. G. S, -Einheiten angegeben, sind iu 
folgeuder Tabelle zusaiumengestelit. 





»70 




Qo 


b 


Q 




Luft 

Stickütoü' . . . 

Wasserstoff . . 

Kohlens&ure . . 

Stickoxydai . . 
Aethylen . . . 
Wasaerdampf . . 
Schweflige Säure 
Chlor&ihyl . . . 
Chlorwasserstoff . 


1677 
1659 

861 

1888 

1858 
922 
909 

1225 
869 

1379 


912 
91Ö 

1788 

613 

598 
508 
628 
444 
825 
672 


19100 
19200 

9900 

28800 

29500 
84800 
28100 
89800 
64400 
26800 


0,< )()25 M 

0,00176'-) 

0,00242) 

0,000493) 

ü,002o*) 

0,00059 3) 

0,00191«) 

0,00258) 

0.00106') 

0,002498) 

0,003978) 

0,001788) 


3,42 
2,42 
(i,42 
1.31 
2,58 
0,54 
1.71 
1,91 
0,99 
1,66 
1,94 
1,74 


21; 

43 

78 : 

66 
1252*' 
198^ 

i2i..y 

866 
184 
184 
110 




10-7 


10-8 cm 


cm« 


1 10-8 cm 

1 


1018 



Die Werthe von q sind iiiilit sehr voneinander ver- 
schieden, obwohl die Zahl der Atome in einer Molekel 
zwischen 2 und 8 (bei C^Hr^Cl) beträgt; auch sind die 
Werthe von ^ ganz ähnlich den aus anderen IJeberlegnnpren 
erschlossenen. (Vgl. 0. E. Meyer § 102, § 107.) Allgemein 
kann der Durchmesser eines Moleküls etwa Ton der GrOssen- 
ordnung 10"^ cm angesehen werden; die obigen Zahlen 
liegen zwischen dem 6 fachen und der Hälfte dieses Werthes. 

Dif Zahlen für N gruppiren sich zwar ersichtlich um 
ein Mittel, welches etwa 10"^^ heträj^t ; sie liefjen aber bis 
zum 12 fachen und ^/3o dieses Werthes, entsprechen also sehr 

1) Van der Waals-lJoth, 1. c , p. 72; und Berechnung von 
0. E. Meyer, 1. c, p. 74. — 2) O. H. Meyer, I.e., p. 74. — 3) Van der 
Waals-Koth, 1. c, p. 99. — 4) Ebd. p. 74, 81, 85, 94, 136. — 5) Ebd. 
p. 84, 136. - Ü) Ebd. p. 86, 101, 136. — 1) Ebd. p. 135. — 8) Ebd. p. 13Ü. 
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wenig Avogadros Kegel.*) Das liegt gewiss nicht lediglich 
an der Unsicherheit der in die Rechnung eingehenden Be- 
obachtungen, sondern an den IVinzipien der ganzen lieber- 
legungen über den , Radius der Wirkungssphäre", über die 
Art wie die räumliche Ausdehnung der Molekeln in die Weg- 
lange und in die Znstandsgleichung eingeht u. s. w., Ueber- 
legungeu, die man aber TorlSufig mit der ihnen anhaftenden 
Unsicherheit hinnehmen muss, will man nicht überhaupt das 
intellectuelle Opfer eines Verzichtes auf derartige Specula- 
tionen bringen; wenn man nur jederzeit ihrer grossen Un- 
sicherheit eingedenk bleibt. 

in. Berechnung des elektrischen Elementarqnantums. 

Die folgende lieclinung knüpft an die „ Bercclinnng der 
elektrostatischen Wirkung der cicktrolytischen Ladungen von 
1 Milligramm Wasser** an, welclie Herr von Uelnihoitz im 
Anhang I zur Faradaj-Rede gegeben hat. 

Nach den neuesten Bestimmungen von F. und W. Eohl- 
ransch') scheidet 1 Ampdre in 1 sec 0,1740 ccm Knallgas, 
also 0,1160 ccm Wassei-stofF Ton 0® und Atmosphärendruck 
aus. Die in 1 sec von der Intt^nsität 1 Ani])ere durch einen 
( hierschnitt des Stromes transportirte Elcktricitätsmenge ist 
gleich 10~^ elektromagnetischen, oder gleich 3-10^ elektro- 
statischen C.G.S.- Einheiten. Davon fliesst die Hälfte als 
positive Elektricität in der einen, die Hälfte als negative in 
der anderen Richtung. Als den betrachteten Querschnitt 

1) Die extremen Warthe för welche in der Tabelle mit * 
bezeichnet sind, gehen übrigens aus einer Berechnungsweise berror, 
bei welcher nur die Abweichung für Wasserstotl' und Kohlensäure 

vom Boyle-Mariotte'schen Gesetz beriickgichtit^t, während die änderten, 
dem Mittel näheren Werthe für dieselben Gase aus den Abweichungen 
auch vom Gay-Lussac'schen Gesetze abgeleitet sind. Vgl. 0. E. Meyer, 
1. c, pag. 74. 230. 

2) F. und W. Kohlrausch, Wiedem. Ann. XXVII, p. 59, 1886. 
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nehmen wir die Kathode. Die sämratlichen als Kation vor- 
hitmlenen //-Atome sind iir.sprüngh'ch j)()sitiv beladen. Vun 
denjenigeD, welche uLs neutrales iräs entweichen, gibt die 
Hälfte bei der FJektrolyse die positive Ladung an die Ka- 
tbode ab, erhält dafür negative Ladung und vereinigt sich 
mit der anderen Hälfte, weicbe ibre positire Ladang be- 
halten bat, zu Molekeln, weicbe je ein positives nnd je ein 
negatives Atom enthalten. Hieraus und aus den obigen 
Zahlenangaben folgt, dass in 0,1160 ccm Wasserstoffgas die 
gesamnite Ladun«,^ der positiven beziehungsweise der nega- 
tiven Atome 15- 10® }>().si(ive beziehungsweise negative elektro- 
statische C. G. S.- Einheiten beträgt. Nennen wir i/^ den al)- 
soluten Werth der Ladung einer Art, welche in 1 com 
Wasserstoff bei 0^ und Atmospbärendruck vorhanden ist, 
so folgt 

^ = 129 • 10* cm* g* sec~* pro ccm. 

Für ein Gas, def^sen Molekeln au>j 2 zweiwerthigen oder 
drei werthigen .Atomen bestehen, z. B. für Sauerstoff und 
Stickötolt, hat E den zweifachen und dreifachen Werth. 

An die erste Ausführung dieser Rechnung hatte ich die 
Beantwortung der Frage angeknfipft, ob die elektrolytische 
Leitung in einem Gase durch die Jonenladungen auch bei 
den stärksten VerdOnnungsgraden noch leicht vorstellbar er- 
scheine.^) Die stärkste Verdünnung, welche mit Toepler- 
Hagen'schen Queck>ili>erlut'tpumpen erreicht wird, beträgt 
etwa ein Hundert Milliontel Atmosjdiiire.*) Dabei kommen 
also auf 1 ccm Wasserstoff noch 121) elektrostatische Ein- 
heiten positiver und negativer Elektricität und entsprechend 
das Doppelte bezw. Dreifache für Sauerstoff' resp. Stickstoff. 

1) K. Kicharz, Sitzber. Niederrh. Ges. Bonn. 47, p. 11t, 1. De- 
cember IbÜO. Vergl. H. £berfc und ü. Wiedemann, Wied. Ann. 50, 
l). 28/80, 1893. 

2) E. B. Hagen, Wied. Ann. 12, p. 438, 1881. A. iiap.s, Wied. 
Ann. 48, p. 379, 1893. 
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Kiiie Kugel von 1 cm Halbmesser auf ein Potential von 
300 Volt geladen, enthält eine elektrostatische Mengeneiu- 
heit. Ein schneller Uebergang einer solchen Ladung von 
der Kugel in das Gas würde also auch bei den grossten 
herstellbaren VerdfiniiaDgien fttr die Vontellang keine Schwie- 
rigkeit madien. 

AuB der oben berechneten dektrischen Gesammtladang 
einer Art welche in 1 com Wasserstoffgas Torhanden ist, 
und ans der Zahl N der Molekeln ergibt sich eine ange- 
näherte Berechnung der Ladung einer Valenzstelle. Die 
Unsicherheit dieser und aller analogen Berechnungen soll 
nach dem Vorgange von Herrn A. P. Chattock (siehe Citat 
pag. 38) durch das Zeichen 'i^ statt des Gleichheitszeichens 
angedeutet werden. Für Ni^lO^ wird das Helmholtz'scbe 
Eiementarqnantom 

« = ^ Ä 129 • 10-1» cm* g* sec-» 

N 

Herr E. Budde findet 510 • 10" C.G.S.; G. J. btoney') 
30 • 10-" C.G.S. Nach den früheren Ausführungen würden 
die extremsten der in der Tabelle auf Seite 14 Torkommenden 
Werthe Ton N f&r das Elementarquantnm Ahweichungen bis 
zum 30&chen und bis zu einem Zwölftel von dem oben 
angegebenen mittleren Warthe ergeben. 

IV. GrOssenverhältniss Ton (JraTÜatioii, elekiroeta- 

tischeu und elektrodynamischen Kräften zwischen den 

Atomen einer Molekel. 

Herr Yon Helmholts hat in der Faraday-Rede bereits 
gezeigt, dass die elektrolytischen Ladungen von Wasserstoff 
und Sauerstoff im Wasser, wenn seine beiden ehemischen 
Bestandthdle ohne ihre Ladungen zu yerlieren Yon einander 

getrennt werden könnten, eine Anziehung auf einander aus- 



1) a. J. Stoney, Trans. Royal Doblin Soc., (2), 4, p. 568—606, 1891. 
ISM. lliUli.-p]iya. CL 1. 2 
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fiben wfirden, welche der gegenseitigen Oravitation ihrer 
ponderablen Träger nm da« 400,000 Billionenfaehe fiberlegen 
K^e.^) Da beide Arten von Kr&ften dem NewtonVhen 

Gesetze ^fhorchen, kann man die Vergleicliung beider Krätte 
una))hängig von der P^ntfernung und Masse niaclien. Diesen 
Schluss können wir also auch unmittelbar übertragen auf 
die beiden Atome einer Molekel. Wenn nun auch dabei die 
Voranssetzung nicht erfüllt ist, dass die beiden Atome gegen- 
über ihrer Entfernung als Pankte zn betrachten sind, so 
werden doch die elektrischen Ladungen ihren Sitz an dea 
einander zugekehrten Seiten der Atome haben und also 
a fortiori die Anziehung der elektrischen Ladungen sehr viel 
grösser sein, als die Gravitation der beiden Atome auf einander. 

In Folge der Wärmebewegung werden aber die Valenz- 
ladungen der beiden Atome einer Molekel auch elektro- 
dynamische Kräfte auf einander ausüben können. Im gas* 
förmigen Zustande wird die Molekel als Ganzes eine fort- 
schreitende Bewegung haben, deren Geschwindigkeit mit u 
bezeichnet werde; ausserdem wird die Molekel Drehung um 
den Schwerpunkt ausführen, wobei noch der Abstand der 
beiden Atome veränderlich sein kann. Unter vereinfachenden 
Annahmen ist leicht zu zeigen, dass die elektrodynamische 
Kraft der sich bewegenden Valenzladungen gegen die elektro- 
statischen ausserordentlich klein ist. 

Die beiden Atome sollen gleiche Masse haben ; sie sollen 
mit ihren Ladungen s als punktförmig angenommen werdea; 
die innere Molekularbewegung soll in einer Umkreisung des 
gemeinschaftlichen Schwerpunktes mit constanter Geschwin- 
digkeit c bestehen. Die elektrodynamische Wirkung, die 
theils von der fortschreitenden Bewegung, theils von der 
ianereu Kreisbewegung herrührt, ist nach einem der elektro- 
dynamischen Grundgesetze zu berechnen. Weber's Gesete gibt 



1) ü. von Helmholtz, Vorträge und Reden II, p. 317. 
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keine ^VirkunJ^. Die Grundgesetze von liiemann und Clau- 
sius ergeben eine 8()l(ho in Richtung: der Verbindungslinie; 
bezeichnen wir mit r den Abstand der beiden Atome, mit 
i; die Lichtgeschwindigkeit, so ergibt sich für die elektrische 
Gesammtkxaft stets ein Ausdruck yon der Form 



Ffir die innere Kreisbewegung ist e statt u zu setzen; 
n ist ein Zahlenfiictor, der für die beiden Grundgesetze resp. 
ftlr die beiden Bewegungsarten yersebiedene, zwischen — 4 

und -|- 4 liegende Werthe hat ; die elektrodynamische Wir- 
kung wird zu vernachlässigen sein, wenn u und c klein sind 
gegen v = ^ ■ 1 0 cm sec~ 

Was zunächst u betrifft, so ist sein Mittelwerth aus der 
kinetischen Gastheorie bekannt; ^) derselbe ist am grossten 
für Wasserstoff = 1,7 • 10* cm sec~*, also in der That klein 
gegen v, Fttr e erhalten wir einen Anhalt aus der Theorie 
des Warmegleichgewiehts zwischen mehratomigen Gasmole- 
keln Ton Herrn Boltzmann.*) Nach derselben ist die mittlere 
lebendige Kraft La der fortschreitenden Bewegung einer 
Molekel gleich der gesaniniten mittleren lebendigen Kraft l 
eines Atom^J. Nenne icli noch die mittlere lebendige Kraft 
der inneren Bewegung in der Molekel jC,-, so ist die gesummte 
lebendige Kraft einer Molekel = La -{- Li^ und l)ei einer 
zweiatomigen Molekel der auf ein Atom entfallende Antheil 



1) 0. £. Meyer, kinet. Gastbeorie, p. 45. 

2) L. Boltsmann, Sitsber. der Wiener Akad. mathem. Gl. 63, 




{La + 



2 

Aus Boltzmann*s Resultat La folgt daher 

L,^La 



p. 417, 1871. 
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Geschieht, wie 'zur Vereinfachung angenommen werden 
musste, die fortschreitende Hewegunfif mit der constanten 
Geschwindigkeit u, die innere Kreisbewegung mit der con- 
stanten linearen Geschwindigkeit so ist also c = u. Aach 
e ist mithin klein gegen die Lichtgeschwindigkeit nnd 
nnter den yereinfachenden Annahmen jede elektrodynamische 
Wirkung der bew^^n Yalenzladungen aufeinander eu yer- 
nachlässigen. Wenn nun auch die Voraussetzungen nicht 
erfBllt sind, dciss erstens die Atome und ihre Ladungen 
als punktfrtriiii«^ anzuseilen sind, zweitens dass die intra- 
molekulare Bewegung der Atome in Umkreisung des Schwer- 
punktes besteht, so wird dadurch d(^( h nicht die Grössen- 
ordnung im Verhältnisse Ton elektrostatischer und elektro- 
dynamischer Kraft geändert werden. Wir werden also letztere 
ebenso wie die Gravitation gegentlber der ersteren Kraft yer- 
nachlassigen können. 

üeber andere Kräfte ausser den elektrischen und der 
Gravitation, welche /wischen den Atomen einer Molekel 
thätig sein könnten, wissen wir nichts Sicheres. Wir wollen 
daher im Folgenden für einige Fälle, in welchen ein Ver- 
gleich mit anderen experimentellen Daten zu Gehote steht, 
zusehen, zu welchen Folgerungen die Annahme führt, dass 
die elektrostatischen Kräfte der Ladungen der Valensstellen 
die einsigen zwischen 2 Atomen einer Molekel wirksamen 
Kräfte seien. 

V. Die IMflsociaüoiiswflniie einer aus 8 Atomen 

bestehenden MolekeL 

Die Wärmeentwicklung bei chemischen Prozessen wird 
im Sinne der Helmholta'schen elektrochemischen Theohe Tor- 
nehmlich durch die Verschiedenheit der Anziehung der Ya- 
lenzstellen für die beiden Arten der Mektricität bedingt sein. 
Betrachten wir z. B. die Bildung Ton Chlorwasserstoff aus 
Chlorknallgas. Aus den neutralen Molekeln (i/ -j-) (— -U) 



Digitized by Gopgle 



Micharz: Elektrüclui und maynetmdm Kräfte der Atome. 21 



aod (Cl-\-) (— 67) gehen scbliesslicli die Molekeln (H +) 
{ — 67) hervor. Die erste Phobie des Prozes^ses ist die Tren- 
nung der zu je zweien verbundenen Wasserstoff- und Chlor- 
atome. Dabei leistet die Anziehung der beiden entgegen- 
gesetzten Ladungen negative Arbeit. Die zweite Phase be- 
steht darin, dass die negative Hälfte der IT- Atome ihre 
schwach festgehaltene negative Ladung an CZ- Atome ab- 
geben und dalbr die starker angezogene positive Ladung 
eriialten, während die Hilfte der Cl- Atome ihre seh wach 
festgehaltene -f- e abgeben und dafür die stärker angezogene 
— e erhalten. Das Resultat dieses Austausches ist also, dass 
alle J/- Atome positiv und alle Ci- Atome negativ beladen 
sind und offenbar leisten bei diesem Austausch die An- 
ziehungskräfte zwischen den ponderablen Atomen und den 
Elektricitäten positive Arbeit. Die dritte Phase des Processes 
ist die Vereinigung je eines (H +) mit einem ( — Cl) Atom 
zu neutralen Salz^ure-Molekein. Hierbei leistet die An- 
ziehung der beiden Ladungen positive Arbeit. Die Arbeits- 
leistungen während der ersten und dritten Phase werden 
annähernd gleich und entgegengesetzt sein, so dass die che- 
mische Wärmeentwickelung hauptsächlich durch die zweite 
Phase, also durch die Verschiedenheit der Anziehungskraft 
ein und derselben Yalenzstelle ftkr die beiden Arten der 
Elektridtat gegeben ist. 

Ganz anders verhält es sich hei der Dissociation eines 
Grases. Die neutralen Molekeln ) ( — X), welche durch 

eine Bindung zusamuienhaften, sollen bei höherer Temperatur 
in die beiden isolirten Atome zerfallen. Wenn die Anziehung 
der beiden Ladungen die einzige zwischen den Atomen wirk- 
same Kraft ist, würde die negative Arbeit derselben wesent- 
lich die Wärmeabsorption bei der Dissociation bedingen. In 
Bezug auf die zuzuführende Energie ist ausser der von den 
Kräften geleisteten Arbeit noch zu berticksichtigen, welchen 
Inhalt an lebendiger Kraft da» dissocUrte Gas einerseits und 
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das nicht dissociiite Gas andererseits besitsen. Wir gehen 
ans Ton dem dissodirten Gase. Das Volumen soll constant 
sein, so dass Snssere Arbeit nicht geleistet wird. Wir denken 

uns das dissociirte Gas abj^ekühlt bis auf eine Temperatur, 
bei welcher die Vereinigung aller Atome zu zweien eintreten 
kann, denken uns aber zunächst das Gas bei dieser Tem- 
peratur noch dissociirt. Dann soll die Association eintreten 
und nach derselben das Gas wieder anf die vorherige Tenr- 
peratnr gebracht werden. Die hierbei zn entgehende Wärme- 
menge ist die .DissociationswSrme*. Der Gesammtinhalt an 
lebendiger Kraft ist Yor nnd nach der Association derselbe; 
dies folgt unmittelbar daraus, dass bei derselben Temperatur 
der Mittelwerth der gesaraniten lebendigen Kraft je eines 
Atoms, auch bei verschiedenen Gasen, stets denselben Werth 
hat, einerlei ob die Atome isolirt oder zu Molekeln verbunden 
sind. Da also der Inhalt an lebendiger Kraft ungeändert 
bleibt, ist die Dissodationswftrme gldch der Verändenmg 
der potentiellen Enerf^e, oder gleich der Arbeit der Kr&fte, 
welche die beiden Atome einer Molekel auf einander ausüben« 
Diese Anziehung soll nun nach unserer Annahme durch 
die elektrostatische Kraft der Valenzladungen gegeben sein. 
Wenn diese wieder als punktfiirmig angenommen werden 
und im Zustande der Association sich im Abstände r von 
einander befinden, so ist die Arbeit bei der Annäherung aas 
unendlicher Entfernung nach der Beiseichnung unserer frttheren 
Gleichungen för eine Molekel 

gleich ~ 

Bezeichnen wir den Mittelwerth einer Grösse x wie 
üblich durch so wird dieselbe Arbeit für alle iV-Molekein 
in einem Cubikcentimeter 

r 

Das einem Doppelstern vergleichbare System der sich 
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um einander bewegenden beiden Atome wird in Bezug auf 
die KaumerfüUung bei den Zusammenstössen der Molekel 
sich ähnlich verhalten wie eine Kugel, deren Durchnies«er 
gleich ist dem mittleren Abstände der beiden Atome;*) f 
kann gleich dem Molekulardurchmesser q von Seite 14 ge- 
nommen werden. Wenn femer grosse Abweichnngen des 
Momentanwerthes r vom Mittelwerthe r nur sehr selten Yor- 
kommen, so kann anch ohne Fehler der Glossenordnung 

— ^ \^ ^ gesetsst werden. Dass diese Voraussetzung er- 

r r Q 

füllt ist, ist schon von vornberein plausibel; es folf^t aber 
auch aus Herrn Boltzmann^s kinetischer Theorie mehrato- 
miger Gase. Nach derselben ist für ein Atom bei gegebener 
Lage und gegebener lebendiger Kraft jede Richtung gleich 
wahrscheinlich.*) Daraus folgt für eine aus 2 Atomen be- 
stehende Molekel, dass eine Bewegungsrichtung, welche zu 
der Verbindungslinie der beiden Atome nahe senkrecht ist, 
sehr viel häutiger vorkommt als jed«; andere und dass die 
Häufigkeit abnimmt bis zur Bewegungsricbtung in der Ver- 
bindungslinie selbst. Z. B. verhält sich die Wahrscheinlich- 
keit einer Bewegnngsrichtung, welche mit der Verbindungs- 
linie der beiden Atome einen Winkel von 89^ bis 90® ein- 
schliesst, zu der Wahrscheinlichkeit einer solchen in einem 
Winkel Ton 0® bis 1® ebenso wie auf der Erdkugel der 
FÜcheninbalt der ftqnatorialen Zone ^on 0® bis 1^ g^ogr. 
Breite zu der Tolarkappe von 89^ bis 90° Breite. Wenn 
nun die der tangentialen nahe Bewegun^srichtung an Häufig- 
keit so sehr überwiegt, so muss die Bahn der nach unserer 
Annahme unter dem Einflüsse einer Newton\schen Kraft sich 
in einander bew^^den Atome sehr viel häufiger eine nahe- 
zu kreisförmige, d. b. elliptische mit geringer Excentri- 



1) Vergl. 0. E. Meyer, kinct. Gastheorie, pag. 21S. 
9) L. Boltsunann, 1. c, p. 416. 
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cität, als eine gestreckte von grosser Excentricität sein.*) 
Dann i.st auch die Voraussetzung erfüllt, dass die Mouientan- 
wertbe von r sehr selten weit vom Mittelwerth f abweicheu, 

T 1 

und es kann also — gesetzt werden. 

r ^ " 

Dies eingesetzt wird die Gleichung ftlr die Dissociations- 
w&rme 

Die Dissociationswärnie W ist für einige dem theoretisch 
betracliteten Falle entsprechende Gase bekannt; werden iür 
N, e ferner ihre im Früheren angenommenen Werthe ge- 
setzt, so lässt sich unsere Gleichung controliren ; dass dieselbe 
für üntersalpeter^ure und Joddampf der Grössenordnung 
nach erfüllt ist, habe ich bereits frfiher bestätigt.') 

Der Vorgang der Dissociation Ton Untersalpetersanre 
N%Oi zu 2N0'i ist für uns vollkommen analog der Dissociation 
von 2 Atomen, die mit einer Bindung verknüpft sind; denn 

die einwerthige Gruppe — — ^^^^^^ 

selben ToUkommen die Rolle eines Atoms. 



1) Vorstehende üeberlegung liiast sich analytisch durchführen; 
▼ergl. Verhdlg. d. Phys. Ges. Berlin, 10, p^76, 77; 26. Juni 1891. 

Es ergibt sich ein Kesultat von der Form Der Faktor q, 

nahe = 1, kommt bei der Unsicherheit der anderen Ueberlegnagen 
nicht in Betracht. 

2) F. Richarz, Sit/.ber. d. Niederrh. Gee. 48, p. 26, 26; 12. Jan. 
1891. Verhdlg. d. Phys. Ges. Berlin, 10, p. 73-79, 1891. Die Lite- 
ratur ilber die Messungon der Dissociationswärme siehe daselbst, und 
Wied. Ann. 48, p. 491/492, 1893. — Welche von den 4 Grössen TT, 

f man vermöge meiner obigen Gleichung aus den 3 übrigen 
berechnet, um den so berechneten Werth mit dem direct beobachteten 
7.U vergleichen, ist selbstverständlich gleichgültig. In meiner ersten 
Tublication hatte ich q gew^ählt, in der zweitgenannten e; Herr Ebert 
fiahrt die Rechnung für W durch. (Wied. Ann. 5ü, p. 265—260, 1893.) 
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Aus den Versuchen von Berthelot und Ogier ergibt 
sich für Untersalpetersäure (bezogen auf die in 1 ccm bei 
0^ und Atmosphärendruck enthaltene Masse): 

TT «8 26 • 10« Erg pro ccm. 

Für die Dissociation des Joddampfs hat Herr Boltziuann 
ans VeiBuclien von Fr. Meyer nnd J. M. Grafts für die im 
selben Yolnmen enthaltene Masse berechnet: 

W=U'W Erg pro ccm. 

Endlich hat Herr £. Wiedemann aus Messungen der 
W&rmemenge, welche zur UeherfÜhrnng des Banden- in das 
Linienspectmm nöthig ist, gefnnden, dass einem Gramm Wasser- 

stofFgas von gewöhnlicher Temperatur zur Zerlegung in seine 
Atome etwa 128000 Gramm — Calorien zugeführt werden 
müssen.^) Daraus ergibt sich für die im ccm bei 0^ und 
Atmosphärendruck enthaltene Masse: 

W = 4SZ- 10« Erg pro ccm. 

Auch diesen Werth habe ich, wie die beiden anderen, 
schon bei der ausführlichen Zusammenstellung des lediglich 
kinetischen Theiles meiner Schlussfolgerungen mit in Be- 
tracht gezogen.*) 

Die abgeleitete Gleichung für die Dissociationswärme 
wollen wir so benutzen, dass wir aus Q und N den Wertli 
von berechnen, welcher Werth die Constante in der New- 
ton'schen Kraft zwischen den Valenzladungen ist und in alleu 
Gonseqnenzen der Theorie auftreten muss und gegebenenfalls 
berechnet werden kann, so auch weiterhin im nächsten Ab- 
schnitt dieser Arbeit. Setzen wir ^^10^, ^{^10'* cm, 
so erhalten wir aus den betr. Werthen der Dissociationswärme 



1) E. Wiedemann, Wied. Ann. 10, p. 263, 1880; 18, p. 609, 1888. 
Ostwald, AUgem. Chemie 2, p. 19 

2) F. Bicbarz, Wied. Ann. 48, p. 492, 1886. 
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bei Uiiter.s:ili)eter8äure: « 50 • 10~^*cni* sec"^ 
bei Joddampf: £ ^ 73 • 10 '"^ , 

bei Wasserstoff: « 220 • lO-*"^ 

Dass diese Werthe mit dem aus der Elektrolyse folgen- 
den c ;^ 129 -10"^* so nahe übereinstimmen, ist bei der 
grossen Unsicherheit der Berechnungen und der Willkür 
verschiedener Annahmen teilweise Zufall; noian darf durchaus 
nicht sagen, dass durch diese Uebereinstimmuog die elektro- 
chemische Theorie bestätigt sei. Denn es könnten ausser den 
elektrostatischen Enften der Valenzladnngen noch andere 
Kräfte Yon doppelter, dreifacher oder ähnlicher Grösse yor- 
handen sein, ohne dass die gefundene Uebereinstimmung 
innerhalb der Grenzen ihrer Unsicherheit gest5rt würde. Das 
aber werden wir sagen dürfen, dass wir nicht in Widerspruch 
mit den experimeotellen Daten für die Dissociationswärme 
treten, wenn wir mit Herrn v. Helmholtz annehmen, dass 
die chemischen Kräfte zwischen den Atomen mit den elektro- 
statischen zwischen den Valenzladnngen identisch sind. 

YI. Anwendung des Satzes vom Virial nnd der 

Boltzmami'schen Theorie mehratomiger Gase. 

Die innere Bewegung der Atome in einer Molekel ist 
eine stabile; auf sie lässt sich daher der Virialsatz von 
Clausius anwenden.*) Da die Zahl der in Wechselwirkung 
begriffenen Molekeln sehr klein ist, gegen die Gesammtzahl, 
kann von den Kräften der Molekeln untereinander abgesehen 
werden. In einem gegel)enen Augenblicke kommen alle mög- 
lichen Zustände der relativen Bewegung und Lage, welche 
die Atome einer Molekel nach einander annehmen, gleich- 
zeitig bei den yerschiedenen Molekeln vor. £s werde mit 

1) Clausius, Siizber. der Niederrh. Ges. 27, p. 114, 1870. Pogg. 
Ann 141, p. 125, 1870. Jubelbd. p. 411, 1874. Literatur aiehe Wied. 
Ann. 48, p. 468, 1893. . 
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^{ clie gesamnite lebendige Kraft der inneren Bewegung der 

Atome in der Volumeneinheit, also diejenige der Bewegung 
der Atome relativ zum Schwerpunkte der Molekel, welcher 
sie angehören, bezeichnet, f (r) sei die gegenseitige An- 
ziehung der Atome einer Molekel. Dann ergibt nach Obigem 
der Yirialsaiz:^) 

Für die gesammte lebendige Kraft der fortschreitenden 
Bewegung der Molekeln in der Volumeneiiiheit, -.^/y, ergibt 
sich ebenfalls aus dem Yirialsatz^) 

wo 2^ ^^^''^ Druck ist. 

Die bereits mehrfach erwähnte kinetische Theorie mehr- 
atomiger Gase von Herrn Boltzmanu ergibt = y/^ für 
2 atomige Gase, von welchem Resultat (auf eine Molekel }>e- 
zogen) bereits anf Seite 19 Gebranch gemacht wurde. Wir 
erhalten also 

Srf(r)~.Sp 

Nimmt man nun wieder an. die Kraft f (r) sei die 
elektrostatische Anziehung der VaienzkduDgeu, und die Atome 

nur mit einer Bindung verknüpft, so ist f (r) = und bei 

£inflEihnuig unserer früheren Bezeichnungen kann gesetzt 

T 2ffi* 

werden - r / (r) = — ^ . 

' r Q 

Der Virialaatz ergibt dann 

p ist gleich 1,01 • 16* Dynen pro cm*; nimmt man 

wieder N ;^ 10^°, 18"® cm, so folgt 

« « 17 • 10-" cm* g* sec-i 
1) F. Bichars, Wied. Ann. 40, p. 470 E, 1809. 
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Auch dieser Werth liegt wieder innerhalb der Grenzeu 
der Unsicherheit des aus der Elektrolyse folgenden. 

Die vorstehende Berechnung aus Vihalsatz und Boltz- 
inann*8 Theorie ist nicht nnabbäiigig Ton deijoiigen aus der 

Dissociationswärme nach der Gleichung W = Ne^ Denu 

hieraus und aus dem Virialsatz in der Form 3 = Ne^ — 

wdrde sich ergeben W^Sp^ welche Bedingung aber nicht 
erfQllt ist. Vielmehr ist die Bedingiuig der Stabiiitat der 

Molekeln, wie ich an anderem Orte nachgewiesen habe,') 

dass W gross sei gegOD p und zwar so, dass e p gross ist 
gegen 1. Die Stabilitätsbedingung ist, wie a. a. 0. gezeigt, 

W 

in der That erfüllt, da — für 0« gleich 25, für J, gleich 

53, für gleich 478 ist. Unser jetziger Widerspruch gegen 
diese allgemein gültige und erfüllte tStabiiitätsbedingnug rührt 
davon her, da.ss wir zur Vereinfachung die Atome als Massen- 
punkte betrachteten und zwischen ihnen eine Kraft ange- 
nommen haben, welche einer Potenz der Entfernnng pro- 
portioDal ist; dies ist, wie a. a. 0. p. 477 nachgewiesen, 
unzulässig. Molekeln, deren Atome durch eine Newton*sche 
Kraft Terbnndene Massenpunkte wären, sind nicht stabil; 
eine einfache Rechnung,^ welche der a. a. 0. p. 483 ff. analog 
ist, ergibt für solche Molekeln zwei Zustände, die an Wahr- 
scheinlichkeit allen anderen weit überlegen sind: Entweder 
fallen die Atome dauernd in einen Punkt zusammen, oder 
sie sind soweit von einander entfernt, dass sie keine Kräfte 
auf einander ausflben, was der Dissociation entspricht. 

Trotzdem kommt der Widerspruch f&r uns, bei der 

Berechnung des Elementarquantums < nicht in Betracht, 

w 

weil die Bedingung e p gross gegen l schon durch mässige 
1) F. Kicharz, Wied. Ann. 48, p. 490 E, 1898. 
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Werihe ?oii — erfüllt ist, und die Unsicherheit in unseren 

P 

Berechnungen so gross ist, dass ihre Grenzen noch weit 
mehr verschiedene Werthe einschliessen. Von «Ueberein- 
stimmnng" kann von vornherein keine Rede sein, sondern 
nur TOD .Nichtwiderspreehen*. 

Vn. Vergleich mit den Lichtschwingungen. 

Halten wir weiterhin wie bisher an der Annahme fest, 
dass wir die Atome als Punkte ansehen dürfen, welche im 

gasförmigen Zustande frei um einander beweglich sind. Ist 
dann nur die elektrostatische Kraft zwischen derselben wirk- 
sam, so kann die Dauer eines Umlaufs um den gemeinsamen 
Schwerpunkt aus der Gleichung angegeben werdeu, welche 
für die Planetenbewegung das 3. Keppler'sche Gesetz liefert; 
dabei werde angenommen, daas die beiden Atome der Molekel 
nur durch eine Valenz yerbunden seien. 

Wenn zwei Mussenpunkte und unter dem Ein- 
flüsse der Gravitationskraft 

sich bewegen, so ist das 3. Eeppler'sche Gesete 

wo die grosse Halbaze der Babnellipee von m^; T die 
Umlaufieit ist. 

Die elektrostatische Kraft ist f{r) = ; also ist zu setzen 

6r iM| fit,« führen wir femer die ganze grosse Axe = 2 ^4, 
ein, so wird 
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Nehmen wir die beiden Atome als gl&eh an, so ist 
r/tj = = ift, und auch der Index von 91, fallt weg, da 
die beiden Bahueilipsen gleich werden; also 

B 

Bilden wir nun die Mittelwerthe über alle Molekeln in 
einem endlichen Volumen, so kann nach denselben Ueber- 
legungen, wie sie auf Seite 23 angestellt wurden, ohne Fehler 
in der Grössenordnung für die grosse Axe % der Durchmesser 
einer Molekel gesetzt werden ^ 10"^ cm. Der kleinste 
Werth für T ergibt sich bei Wasserstoff, wo 2 m, die Masse 
einer Molekel, den kleinsten Werth hat. Die Dichtigkeit 
des Wasserstofib zu 895 •10*'' nnd die Zahl der Molekeln 
in 1 ccm zu 10** anf^enoiumen, wird 2 wj 89,5 • 10~*^ 
Für Wasserstoff wird daher 

T Ä 23 • 10-" sec 

Stillschweigende Voraussetzung bei der Berechnung der 
mittleren Umlaufszeit T ist, dass die Zusammenstösse der 
Molekeln unter einander nicht so häufig stattünden, dass 
eine regelmässige Centralbewegong der Atome nm einander 
gar nicht zu Stande kommt. Jene Voraussetzung ist aber, 
wie die kinetische Gastheorie zeigt, erftllli Die gröeste Stoss- 
zahl gilt für Wasserstoff, nämlich 95 • 10> in der Secnnde; ^) 
mithin die Zeit zwischen 2 Zasammenstössen 105 • 10~" sec. 
Also kommen bei Wasserstoff rund 4000 Umläufe der Atome 
nm einander auf die Zeit zwischen 2 Zusammenstössen. 

„ Wenn nun eine positive und eine negative Ladung mit 
den beiden Atomen einer Molekel verbunden, sich um ein- 
ander drehen, so ist ein solches System offenbar äquivalent 
einer elektrischen Schwingung. Von dem rotirenden Atompaar 
werden daher auch, wie von einer Hertz*schen Schwingung, 

1) 0. E. Meyer, kinet. Qastheorie, p. 142. 
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elektrodynaraische Wellen ausge.stralilt, und bei hinreichender 
Schnelligkeit müssten dieselben vom Auge als Licht wahr- 
genommen werden. Da nun aber die Gase bei 0*^ nicht 
leuchten, muss die Schwingungsdauer jener elektrodyna- 
miachen Wellen grOsser sein als die der langsamsten Licht- 
wellen-. Für die ftosBeraten rothen Wellen ist die Schwing- 
nngsdaner mnd 

Tss25- 10-"8ec 

Die Schwingungsdauer der elektrodynamischen Welle, 
welche die rotirende Molekel ausstrahlt, ist gleich der Um- 
lAufszeit T; und, wie verlangt, ist der kleinste Werth für 
diese, wie er bei Wasgerstoff sich ergibt, grosser als t. Der 
Werth fär T bei Wasserstoff ist aber nar 10 mal grOeser 
als T, and Yielleicbt dürfen wir daraus Termiithen, dass unter 
Umstanden docb die betracbtete elektrodynamische Welle in 
den Bereich der Lichtwellen eingreift. Da nun T nur der 
Mittelwerth der verschiedenen bei verschiedenen Molekeln 
gleichzeitig vorhandenen ümlaufszeiten ist, so würde das 
Gas bei einer gegen die normale beschleunigten Umlaufszeit 
in der angegebenen Weise ein continuirliches Spectrum aus- 
senden; vielleicht trägt die so erzeugte Strahlung mit bei 
zur Bildung des continairlichen Hintergrundes im Spectrum 
der Gase, welchen auch Herr H. Eayser der «ungeordneten*, 
also der Wftrmebewegung der Atome zuschreibt.^) Wie dem 
aber auch sei, es wlirde auch jede andere hinreichend schnelle 
periodische Bewegung der Valenzladungen zu Liclit^tiahlung 
Anlass geben; sei es, dass die Atome sammt ihren Ladungen 
als Ganzes oscilliren, wie dies wohl bei festen Körperu und 
den ein Bandenspectrum liefernden Gasen der Fall sein dürfte; 
sei es, dass die Schwingungen innerhalb der einzelnen Atome 
Tor sich gehen, wie bei den ein Linienspectrum liefernden 
Gasen. ' Zu dieser Stelle aus meiner Torlaufigen Mittheilung 

1) H. Kayser, Lefarbach der SpeetralanalyBe, p. 96. 
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vom 26. Januar 1891 habe icb nachzutragen, da» die An- 
sicht, der oontinuirliche HinttMi^rund der Gasspectra rühre 
von den Rotationen der Molekeln her, zuerst von Herrn 
Eilhard Wiedemann ausgesprochen i.st :\) in derselben Arbeit 
führt Herr E. Wiedemann die continuirlichen Spectra bei 
glühenden festen Körpern oder Flüssigkeiten aa( unfreie 
Schwingungen zurück; femer wie schon früher Herr Helm- 
holtz') die Bandenspectren auf freie Schwingungen der Atome 
im Molekularverband unter dem Einflüsse der gegenseitigen 
Kräfte der Atome, die Linienspectren auf freie Schwingungen 
der AetberhiiUen isolirter Atome. 

Bezüglich der Energie, welche die in der Molekel oder im 
Atom oscillirenden Valenzladungen als Hertz'sche Schwingung 
ausstrahlen können, hat Herr H. Ebert nachgewiesen,^) dass 
dieselbe nicht im Widerspruch steht mit der von Herrn Eil- 
hard Wiedemann gefundenen Strahlungsenergie eines Natrium- 
atom8>) Auch Herr 6. J. Stoney schreibt das Leuchten den 
Bewegungen der Valenzladungen zn und discutirt die Strah- 
lung, welche durch Oscillationen unter dem Einflüsse ela- 
stischer Kräfte hervorgerufen wird. 

VnL Molekularer HagnetismuB. 

Wenn eine Valenzladung infolge der Wärmebewegung 
eine kreisförmige oder ähnlich gestaltete, eine Flüche um- 
schliessende Bahn beschreibt, so wird sie nach aussen elektro- 
magnetische Wirkung ausüben. Bei einer Bewegung wie 
bei dem bisher betrachteten Umlauf zweier als Punkte ge- 

1) Eilh. Wiedemann, Wied. Ann. 6, p. 609, 1878; 8. anoh 10, 

p. 252, 1880. 

2) H. V. HelmhoUz, Pogg. Ann. 160, p. 182, 1877. 

3) H. Ebi'it , Arth, de Geneve (3) 25, p. 489, 15. Mai 1891; 
Wied. Ann. 49, p. 651, 1893. 

4) Wiedemann, Wiedeni. Ann. 87, p. 177, 1889. 

5) G. J. fcitoney, Trans. Koy. Dubhn Soc. 4, (2), p. 563, 1891. 
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dachter Atome von gleicher Masse um einander, müssen sich 
aber schon die elektromagnetischen Wirkungen der beiden 
Atome einer Molekel aufheben. Zunächst ist dies nicht mehr 
der Fall, wenn die beiden Atome der Molekel verschiedene 
Masse haben; dann wird die elektromagnetische Wirkung 
der mit dem leichteren Atom Terbnndenen Ladung wegen 
der grösseren von der Bahn umschlossenen Fläche über- 
wiegen. Denken wir uns aber weiterhin das Atom als 
räumlich ausgedehnt, so sind aucli noch andere rotationeile 
Bewegungen der Valenzladungen mit oder im Atom denkbar, 
deren magnetische Gesammtwirkung für eine Molekel sich 
nicht aufhebt.') Endlich können wir uns bei festen Körpern 
und Flüssigkeiten die Atome einzeln und ihre Bewegung von 
einander unabhSngig ausführend Torstellen, sodass wir uns 
als Grenzfall alle positiv geladenen Atome im einen Sinne, 
alle negativ geladenen Atome im entgegengesetzten Sinne 
rotirend, und alle llotationsaxen parallel denken können, 
sodass sich in diesem Fall die magnetische Wirkung:; aller 
rotirenden Valenzladungen addiren würde. Hiedurch kommt 
man dazu, die Zulässigkeit dieser Erklärung des molekularen 
Magnetismus dadurch zu prüfen, dass man eine annähernde 
Berechnung für den maximalen specifischen Magnetismus bei 
Sättigung ausführen kann. 

Diese Vorstellungen knüpfen sich von selbst an die Be- 
trachtung der mit oder im Atom bewegten Valenzladungen 
an. Nachdem ich diesell)en bereits seit längerer Zeit wieder- 
holt gesprächsweise geäussert und die im Folgenden mitge- 
theilte Rechnung durchgeführt hatte, fand ich kürzlich im 
XI* Abschnitt des 2. Bandes der mechanischen Wärmetheorie 

1) Schon bei einer aus 2 gleichen, r&amlirh ausgedehnten, Atomen 
bestehenden Gasmolekel zwingt die Verschiedenheit der Anziehung 
der ponderablen Masse für die beiden Arten der Elektri< ität zu der 
Folgerung einer unsyninietrischen Lagerung der -|- r und — ^, woraus 
dann bei Rotation eine magnetische Gesammtwirkung resultirt. 

1894. Math.-phys. Gl. 1. 8 
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von Clausius/) dass schon Wilhelm Weher «ich waa. den 

Ampere'schen Molekularströmen die Anschauung ^ehildet 
hatte, dass dieselben in kreisförmit^er Hewegung eines posi- 
tiven Elektricitätsthei Ichens tim einen negativ elektrischen 
Kern bestehe,'^) ohne dass jedoch Weber diese Eiektricitäts- 
iheilchen mit den Jonenladungen identificirte. 

Eine in Kreisbahn sich bewegende Elektrieitatemenge e 
kann bezüglich ihrer elektromagnetischen Wirkung ab Kreis- 
strom au^efasst werden. Als Stromintensitftt i ist dann ein- 
zuführen der Quotient aud Elektricitatsmenge, welche in einer 
Zeit T einen Punkt der Kreisperipherie passirt, dividirt durch 
T. Tn der dualistischen Theorie passireu beim Strom gleiche 
pasitive und negative Mengen in entgegengesetzter Richtung 
den Querschnitt. Bewegte Elektricität von einer Art allein 
reprSsentirt in der elektrodynamischen Wirkung also nur die 
halbe Stromintendtat. 

Bewegt sich demnach eine Elektricitatsmenge e auf der 
Peripherie eines Kreises mit einer Umlaufszeit T, so ist sie 

elektromagnetisch äquivalent der Stromintensitat i — 

Eine Valenzhulung elektrostatisch gemessen ist annähernd 
£ 129-10"^'*; also elektromagnetisch gemessen ^ 43 • 10"**. 
Eisen gilt als 4 werthig; die 4 Vaienzstellen eines Eisen atoms 
als von gleicher Ladung Torausgesetzt würde also das obige 
6 ;^ 172 • 10~** elektromagnetischen C.G.S. -Einheiten sein, 
wenn man sich alle 4 Ladungen in beliebiger Weise auf 
der Peripherie desselben Kreises, denselben in gleichem Sinne 
durchlaufend denkt. 

Ein Kreisstrom von der Intensität v", welcher eine Fläche 
q umströmt, ist äquivalent einem Magneten vom Momente 

SSSt = iq 

1) ChhUflius, mecban. Wftrmetheorie II, p. 841/842, 1879. 

2) Wilh. Weber, elektrodjnam. Maasbett., Leipzig 1871, p. 41. 
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Nehmen wir den Kreisstroni von molekularen Dimen- 
sionen, so können wir setzen q (J*, wo ö die Kante des 
einem Eisenatom znkommenden Elementarwilrfeb ist. Hiefür 
erhalten wir folgenden angenäherten Werth. 

Eine Molekel hat eine Masse yon etwa 9 - 10~^* g 
(siehe Seite 30). Ein Eisenatom Fe 56 J7= 28 ITg also 
25 • 10~^* g. Das specifische Volumen des Eisens ist 1 ccm : 
7,7 g. Daraus folgt das Volumen des einem Eisenatom 
zukommenden Elementarwürfels 33 • lO"'** ccm, und die 
Kante desselben ö gleich 1,5 • 10~* cm. Mithin q Ä d'^ 
Ä 2,3 • 10-*« cm». 

Fflr das magnetische Moment eines Eisenatoms finden 
wir also die Annftherung: 

ÜÄ Ä 2,3 . 10-^-^ . i Ä 2,3 . 10-*« • ^ 

und indem wir fEir e den obigen Wert einfuhren 

2 • IQ-"»« 

Zu einer Schätzung der Grössenordnung der Umlaufs- 
zeit T können wir auf zwei Wegen gelangen. Erstens ist 
wie im Torigen Abschnitt daran zu erinnern, dass die roti- 
renden Valenzladuugen elektrodynamische Wellen aussenden 
mflssen. Wenn dieselben nicht als Licht empfunden werden 
sollen , so muss ihre Periode länger als die der längsten 
reihen Wellen sein; wir erhalten also 

T > 3 . 10-" sec 

Zweitens soll als Grenzfall angenommen werden, die 
ponderable Masse des Eisenatoms sei mit der elektrischen 
Ladung desselben in einem Punkte Tereinigt. Nach der 
kinetischen Theorie der Materie ist die mittlere lebendige 
Kraft eines Atoms bei gegebener Temperatur für alle Sub- 
stanzen dieselbe. Gehen wir aus von einem einatomigen 

8» 
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Gase (etwa Hg), so ist die gesammte lebendige Kraft in 
1 ccm bei 0^ und Atmospharendrack 

^«1;;== 3.1 Ol- 10« C.G.S. 

Division durch lO'^^ ergibt also ftlr ein Atom beliebiger 
Substanz und Aggregatzustandes L die gesammte lebendige 
Kraft ^ 1,52 • 10~^^. Nenne die Masse eines Eisenatoms m, 
die constante Gesell windigkeit, mit welcher es die kreis- 
förmige Bahn Tom Durchmesser d. durchläuft, ti, so wird 

Nehme d ;^ 10"« cm; m ;^ 25 ■ 10"^^ L ;^ 1,52 • lO"** 
so folgt 

1,3- 10-'* sec 

Nun bewegt sich aber gewiss nicht die ganze ponderable 
Masse des Atoms auf der Oberflache des ihm zukommenden 
Baumes, sondern befindet sich grösstentheils mehr central; 
damit derselbe Werth der lebendigen Kraft erreicht wird, 

mu&s also die Umdrehungsgeschwindigkeit grösser sein, und 
es sollte sein 

T< 10-^Vsec 
Schätzen wir nach diesen beiden Grenzwerthen etwa 

T ^ 10-»* sec 



Herr H. E. J. G. I)n Bois hat mir niitiretheilt, dass er in 
einer noch nicht publicirten Berechiuing auf Grund der von 
Maxwell (Treatise Gap. 21) umgearbeiteten Lord Kelvin*schen 
Wirbeltheorie versucht habe, aus der magneto- optischen 
Drehung in ferromagnetischen Metallen (Kundt*sches Phä- 
nomen) einen Anhaltspunkt zu gewinnen för die Periode 
jener Wirbel. Nach den yorliegenden iDaten gelange er zu 
dem Schlüsse, dass in etwa halb- „gesättigtem" Eisen die 



Digitized by Gopgle 



Bkhart: EMctriadu «nd wuigneHadte Kräfte der Atome, 87 



Wirbel eine Frequenz Yon 5 Billionen pro Secnnde haben, 
also etwa der hundertste Theil deijenigen des Natronlichtes. 
Die Rechnung fQhre zu einer SchluBsformel ftlr die Periode, 
welche folgendennassen lautet: 

r= 2,5.10-^^ — 

wo M der niaxinuile specifische Magnetismus ist. 

Einmal stimmt der Bau dieser Gleichung mit der uns- 
rigen überein; setzen wir zweitens den Werth für Eisen 
M = 220 (s. unten) ein, so wird bei voller Sättigung un- 
gefähr 

r=10-"sec 

Dieser Werth liegt innerhall) der sehr weiten Grenzen 
der Unsicherheit unseres oben gewählten Werthes.^) 



Führen wir in die Gleichung ä — den Wertii 

10-" ein, so wird SR Ä 2 • lO"**. 

Will man zu endlichen Massen übergehen, so kann man 
annehmen, dass bei Sättigung alle positiven Valenzladuiigen 
um parallele Axen in demselben Sinne, alle negativen im 
entgegengesetzten Sinne rotiren. Dann muss das maximale 
magnetische Moment von 1 g Eisen, also der specifische 
Magnetismus bei Sättigung, gleich werden 

wo 91 die Zahl der Atome in 1 g £isen ist. 

1) Wenn wir wieder daran denken, dass die periodiHche Be- 
wegang der Valenzladungen zu elektrodynamischer !Strablung Anlass 
gibt, wie eine llertz'ische Schwingung, so steht die Grössenordnung 
der Umlaufazeit ebenfalls in £inklang mit dem von Herrn Willy Wien 
abgekiteteii Besaltate, dasi die Periode der in der Wfinnesfnililiuig 
finter KOrper vorkommenden Schwingungen klein sein moss gegen die- 
jenigen, welche tod Diahtnetsen vollttandig surflckgewoifen werden. 
(Wied. Aim. 49, p. 688, 1888.) 
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Aus fw Ä 25 • 10"»* folgt 91 Ä 4 . 10»». Also wird 

Jtf i:^ 8 G. G. S.-ESDheiten 

Der experimentell gefundene specifische Magnetismus bei 
SftttiguDg betragt^) 

bei Eisen 220 G. G. S. 

bei Kobalt 150 , 
bei Nickel 60 . 

In Anbetracht der überaus grossen Ünsicherheit der 
Berechnung von M muss man den berechneten und die 
direct bestimmten Werthe als innerhalb der Grossenordnung 

übereinstimmend bezeichnen. Der Versuch, den vor der 
Richtung der Elenientarmagnete })raeexistirenden molekularen 
Magnetismus auf Rotation der Valeuzladungen zurückzuführen, 
scheint demnach zulässig zu sein. 



Weitere Gontroiberechnungen der Helmholtz'schen elektro- 
chemischen Theorie hat inzwischen Herr A. P. Ghattoek aus- 
geführt.'^) In seiner ersten Mittheilung berechnet er aus deu 
Erscheinungen beim Ausströmen der Elektricität aus Spitzen 
das Elementarquantum für die Atome des Gases. In der 
zweiten nimmt er an, dass die auch von älteren Theorieen 
der Dielectrica vorausgesetzten, in dasselbe eingebetteten Elek- 
tricitatstheilchen eben die Valenzladnngen sind. Diese .elektro- 
lytische Theorie der Dielectrica' wendet Herr Ghattoek an 
auf die Messungen der Piezo-Elektriciföt der Herren J. und 
P. Gnrie und Malloek, der Pyro-BlektricitKt von Herrn Rieeke, 
der Cohäsion, der Dielektricitäts-Constante, der Elektro- 
Striction, und findet stets Werthe für das Elementari^uantum, 

1) H. E. J. 0. Du Bois, Phil. Mag. [tl 29, p. 293, 1890. 

2) A. F. Chattock, Phil. Mag. (6), 32, p. 286, 1891; 34, p. 46), 
1892; 35, p. 76, 1893. 
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die dem elektroly tischen nahe stehen. Auch Herr J. J. 
Thomson hat in mehreren neueren Arbeiten (siehe Citafc p. 8) 
ans der Quantität der Jonenladungen mit Erfolg Schlüsse ge- 
zogen sur Erklftrung Terschiedener PhSnomenet insbesondere 
auch des Ton Robert von Helmfaoltz gefundenen und von 
ihm und anderen untersuchten Dampfistrahlphänomens. 

Zum Schlüsse möchte ich mich nochmals im Voraus gegen 
die Auffassung verwahren, als ob ich mich der Täuschung 
hingäbe, irgend eine der entwickelten Berechnungen könne 
als positiv für die elektrochemische Theorie beweisend an- 
gesehen werden. Schon auf Seite 26 habe ich darauf hin- 
gewiesen, dass neben den elektrischen Kräften der Valenz- 
ladnngen noch andere von derselben Grössenordnung existiren 
können, ohne dass unsere Gleichungen bei ihrer grossen Un- 
sicherheit einen Widerspruch erkennen lassen wdrden. Wohl 
aber darf man behaupten, dass man bei Annahme der Helm- 
holtz'schen Theorie eine Reihe von Erscheinungen unter 
gemeinsamem Gesichtspunkt auffassen kann, und bei der 
berechnenden Verfolgung, soweit dieselbe möglich ist, nicht 
in Widerspruch tritt mit der Erfahrung. 
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üeber eine einfache, eindeutige Raumtransformation 

3. Ordnung. 

Yon Karl Böhlemann in M<lnchea. 

1» Unter Voraussetasunff des Begriffes der Ptojectivitat 
kann man sich kaum eine einfachere Methode denken, den 

Raum geometrisch anschaulich eindeutig auf sich selbst zu 
beziehen als folgende: In dem einen Kaum (X-Haum) seien 
3 Gerade a,, a^, beliebig und in allgemeiner Lage ange- 
nommen, ebenso im andern, Y-Raum. Jede dieser 6 Geraden 
soll Trager eines Ebenenbüschels sein und zwar seien die 
Ebenenbüschel a, und und und bf^ je zu einander 
projecÜT. Irgend ein Punkt im X-Baum, P«, ist dann 
Schnittpunkt dreier Ebenen durch a^, a^, a^; diesen ent- 
sprechen vermdge der projectiven Beziehungen drei Ebenen 
durch 6j, welche sich in dem entsprechenden Punkt 

jPy schneiden. 

Lässt man auf einer beliebigen Geraden y fortrücken, 
so bezieht Pg dabei die Büschel öj, a.^, projectiv auf- 
einander. Es werden also auch die Büschel 6,, pro- 
jecti? aufeinander bezogen und diese erzeugen als der Geraden 
entsprechendes Gebilde eine Raumkurve 3. Ordnung, welche 
den Hyperboloiden aus den Achsen h^, bezw. h^, 1^ und 
b^y &3 gemein ist. 

Daraus folgt dann sofort, dass das einer Ebene im einen 
iiaum im andern Räume entsprechende Gebilde eine Fläche 
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3. Ordnung ist: denn diess Gebilde hat mit einer beliebigen 
Geraden drei Schnittpunkte gemein. 

2. Die singulären Elemente der Transformation erhalten 
wir durch besondere Annahmen für den Punkt P^. Zunächst 
springen als solche die 6 Geraden a,, .... fr, in die Augen. 
W&hlen wir einen Punkt auf ff,, so geht durch ihn und a, 
hezw. ff, noch je eine Ebene, während die durch gehende 
Ebene unbestimmt wird. Den beiden genannten Ebenen ent- 
sprechen gewisse Ebenen durch h., und und da die 3. Ebene 
ganz willkürlich, so ent'ipricht also dem Punkte auf eine 
Gerade. Rückt der Punkt auf fort, so erzeugen die pro- 
jectiven Büschel b,^ und b^ eine Regelschaar 2. Ordnung, die 
wir kurz als das Hyperboloid (b^b^) bezeichnen wollen. Den 
Punkten der Oeraden a, entsprechen die Erzeugenden dieses 
Hyperboloides und zwar diejenigen, welche nicht zur Schaar 
/>3 gehören. 

Ganz ebenso geben die Geraden und zu 2 Hyper- 
boloiden {b^b^) und b.,) Veranlassung, während imX-Raurae 
als singulare Flächen die Hyperboloide (a, a,) (a^ a,) (ff, ff,) 
erscheinen. 

Weiter spielen noch eine besondere Bolle die durch o^, 
Ol, 0,, sowie 1^], bestimmten Begelschaaren. Wfthlt 

man nSmlich eine Gerade welche und a, schneidet, 

so entspricht jedem Punkt dieser Geraden der gleiche Punkt 

im Y-Raum, da die Ebenen ja die nämlichen bleiben, welche 
g mit flj, «2 ^3 bestimmt. Lässt man jetzt // die Regel- 
schaar (ttj «2 ^3) durchlaufen, so werden dadurch die Büschel 
ff|, ff,, o, aufeinander projectiy bezogen, das gleiche gilt also 
auch TOB den Büscheln 6,, 6,, 6,. Die den Geraden g ent- 
sprechenden Punkte liegen demnach auf einer Raumkurre 
3. Ordnung Bp und es ist weiter klar, dass diese der gemein- 
same Schnitt der oben genannten Hyperboloide (b^ b^) (^j b^) 
{b^ ^3) sein muss. Ghmz ebenso wird sich im Räume der X 
eine Raumkurve 3. Ordnung Ea ergeben, deren Punkte den 
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Geraden entsprechen, welche 6, und gleichzeitig be- 
gegnen. 

Das System der Fundamenial-FlSchen besteht also z. B. 
im X-Ranme ans: 

Dem Hyperboloid (flr, «J, dem Hyperboloid {a^a^)^ dem 
Hyperboloid (Oj öf^), dem Hyperboloid (ö, a^). 

Dazu kommen als Fundamentai-Kurven : 

Die Geraden a,, a^y und die Raumkur?e J^, der 
Schnitt der 3 zuerst genannten Hyperboloide. 

Es folgt dann leicht.: 

„Einer Ebene z. B. im X-Raume entspricht im Y-Kaume 
eine Fläche 3. Ordnung, welche durch und 6, 

hindurchgeht/ 

Diese Fläche ist auf die Ebene eindeutig abgebildet und 
aus der Betrachtung disaer Abbildung ergibt' sich in der 
bekannten Weise, dass die FlSche 27 Gerade enthiUt. 

3. Die analytische Darstellung dieser Transformation 
gestaltet sich wie folgt: Sind die Ebenenbüschel a,, a,, a, 
bezüglich gegeben durch 



wo Ost SS ^1 -|- »2 + + etc. und sind die dazu 
projectiTcn Büschel b^, b^ bezüglich 



Ax 



/' B^ = 0 



2) Ai-(iB'y^o 



so werden die Gleichungen der Transformation 
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Diees dnd 3 in den x nnd y lineare Qleiebungen, aller- 
dings von specieller Form. Nimmt man 3 biKneare Gleich- 
ungen der aligememen f'orm 

so erhält man durch dieselben die allgemeine birationale 
Transformation 3. Ordnung dieser Art, welche Nöther ^) und 
Cayley'^) fast gleichzeitig behandelt haben. Bei dieser tritt 
in jedem Raum als Fimdamentalfläche eine Fläche 8. Ordnung 
auf und auf ihr als 3 fache Kurve eine Raumkurve 6. Ordnung. 
In unserm Falle ist diese Fl8«he 8. Ordnung in 4 Hyper- 
boloide zerfallen, die Raumknrre 6. Ordnung dagegen besteht 
aus den 3 Oeraden und der Raumknrre 3. Ordnung. Dieser 
geometarisch nicht uninteressante Fall findet in den dÜerten 
Arbeiten keine Erwähnung. 

4. Die bilinearen Gleichungen 3) kann man mit Kück- 
sicht auf ihre specielle Form als ^zweiteilig" bezeichnen; 
die allgemeine Transformation dieser Art lässt sich nicht auf 
diese Form bringen. Betrachten wir, des Zusammenhanges 
wegen, einen Moment die allgemeine quadratische Trans- 
formation der Ebene, so ist bekannt, dass diese dargestellt 
werden kann durch das System 2 bilinearer Gleichungen 

^ ShaXiyk = o 1,2,3/ 

Eine solche bilineare Form SoaXiift lasst sieh nun als 
„zweiteilige* schreiben immer und nur, wenn die Deter- 
minante der Form | a,* = o, wie diess London^) zeigt. 
Trotzdem lässt sich die allgemeine (juiidratische Transfor- 
mation der Ebene noch durch zwei zweiteilige Gleichungen 

1) MatUematische Annalen Bd. 3, 1871. pa.^. 547. 

2) Proceedin^'s of the London Maihem. Society, Vol. HI, 1870. 

3) Mathematiache Annalen Bd. 38, 1891. 
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darstellen. Denn die Gleichung ^ a,i: jr^ tjk = o, welche eine 
reciproke Beziehung der Ebene vorsteilt, wird erfüllt durch 
00* Punktpaare (x, y). 

Hat man 2 solche Gleichungen wie in 4), so gibt 68 
noch 00^ Panktepaore (»^ y\ welche bei den Gleichungen 
genügen nnd diese sind eben die Pnnktepaare der qnadra- 
tisclien Transfonnation. Darauf beruht auch die Erzeugung 
dieser Transfonnation, welche Hirst gegeben hat. Betrachtet 
man jetzt weiter die Schaar 

so stellt diese für jeden Wert von X zwar eine andere Reci- 
procität vor, die Punktpaare der quadratischen Transformation 
jedoch gehören immer dieser Heciprocität an. Man kann 
dann die quadratische Transformation auch durch irgend 
2 andere Reciprocitäten der Schaar 5) erzengen und kann 
als solche 2 mit Terschwindender Determinante herausgreifen. 
Denn die Determinante Ton 5) liefert eine Gleichung S, Grades 
in X, Eine solche ReciprodtSt ist aber dann als zweiteilige 
Form zu schreiben und diese kann wieder als Resultat der 
Elimination des Parameters aus projectiven StrahlbUscheln 
erhalten werden. So entsprechen also den 3 Wurzeln der 
kubischen Gleichung die 3 Fundamentalpunkte, welche die 
quadratische Transformation in jeder Ebene besitzt. 

5, Anden Terhält es sich im qnatemftren Gebiet. Ver- 
ecbwindet die Determinante | a^k \ einer, bilinearen Form Yon 
4 homogenen Variabeln « und 

^iiikXiyk ==■ 0 

so genfigt diesB blos dazu, um die Form als eine drei- 
teilige schreiben zu können. Denn ist 

2ask Xiyk = yj^ (x) + y,^ (x) + y^t% («) + yj^ («) 

so besagt das Verschwinden der Determinante |a^*|, dass 
eine lineare Relation besteht 
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und wenn man diese benatzt, um durch f^y f^, ans- 

zLidrUckenf so wird 

Damit ist 2 a,^ :r, jjk als dreiteilige Form geschrieben. 

Hut man jetzt 3 biliueure Formen allgemeiner Art 

so wird jeflo einzelne derselben durch oo* Pnnktpaare {x, //) 
l)etri<?di^'t, die oo^ Punktpaare der durch 6 dargestellten Trans- 
formation jedoch sind diejenigen Punktpaare, welche den 
3 Gleichungen genügen. Bildet man jetzt das System 

7) S an Xi + X J hu, Xiyu-^ Sca Xi yu^o 

8o mithält jede in ihm enthaltene Reciprocität die Punktpaare 
der Transformation. Die Bedingung, dass die Determinante 
70r 7) refschwinde, gibt eine Gleichung 4. Grades in A 
und Ii. Man kann also die Transformation 6) auch durch 
8 dreiteilige Gleichungen darstellen. 

Soll dagegen die Transformation durch 3 zweiteilige 
Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden können, so ist 
dazu t(h- jede der 8 bilinearen Formen ausser dem Ver- 
schwinden der Determinante «.t ! auch noch das Nullwerden 
der Unterdeterminanten 3. Ordnung notwendig und hin* 
reichend. 

Nahe liegt hier die Frage nach dem durch 2 bilineare 
Gleichungen 

ShaXiyn^o 

dargestellten Gel)il(le. Offenbar s^ibt es noch oo* Punktpaare, 
welche beiden (jlleichungen genügen. Hält man z. B. x in 
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beiden Gleichun^n fest, so erhält man 2 Ebenen, deren 
Schnittlinie der Ort der Punkte y ^st, die dem Punkte x 
entsprechen. Alle auf diese Weise zu erhaltenden Geraden 
bilden einen Compiez. Dadurch, das» die Ebenen einander 
entsprechen, welche in den beiden Ueciprocitäten za gleichen 
Werten von x (oder y) gehören, wird aber der Raum collinear 
anf sich bezogen nnd es folgt somit, dass der in Rede stehende 
Gomplex der Reye*8che oder tetraedrale, der ja durch 2 col- 
Kneare Räume als Ort der Schnittlinien entsprechender Ebenen 
erzeugt wird. (Schröter's Couiplex der Wechselstrahlen.) 

Die Gleichung des Complexes in den Plücker'schen Ge- 
radencoordinaten erh&lt man dadurch, dass man die Deter- 
minante 



{»«1,2,3, 1} 



^any'i Sa^yi Saayi ^a^yi 
-6,1 y,- -^2y. -^sy. -^.4//. 
^bnyi Shnyt ^bizyi Sb^yi 

nach quadratischen Linterdeterminanten entwickelt. 
Der ganzen Schaar 

- Oik Xi y* 4- Ä b,k Xi tjk = 0 

dient dieser Gomplex sozusagen als Basis. — Hat man all- 
gemeiner 2 Gleichungen 

/•(a;«y«) = o 
(p (a/* yO = 0 

so stellen diese, insofern auch wieder einem Punkte x eine 
gewisse Kurve Ton der Ordnung {n v) entspricht, ein oo^ faches 

System von Kurven vor, also einen allgemeinern Coniplex. 

6. Kehren wir jetzt noch einen Moment zurück zu 
unserer speciellen Transformation 3. Ordnung. Wir hatten 
▼on Anfang an angenommen, es sei BOschel projectiv 
Bfischel (f, projectiT 6, und ebenso und 6,. Diese 
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ProjectiTit&t kommt geometrisch zum Ausdruck dadurch, dass 

a, und und 6g, und &g je ein Hyperboloid erzeugen. 

Im allgemeinen haben diese 3 Flächen 8 Punkte gemein 
und diess sind die einzigen sich selbst entsprechenden l'unkte 
der Transformation. Auch bei der allgemeinern Nöther- 
Gayley'schen Transformation hat man 8 solche Coincidenz- 
punkte. Man kann nun aher die erwähnten 3 Hyperboloide 
auch in specieller Lagenheziehung annehmen. Von den ver- 
schiedenen möglichen Fällen sei nur der erwähnt, wo die 
3 Hyperboloide eine Raumkurve 3. Ordnung JB' gemein 
haben. Diess kommt darauf hinaus, dass man die 6 Achsen 
«,,.... als Secanten einer wählt und je 2 Ebenenbüschel 
wie imd perspectiv zur nimmt, sodass stets ent- 
sprechende £benen der Büschel auf dieser Kurve sich be- 
gegnen. Dann besteht die ganze JR' aus Goincidenzpunkten 
der Transformation, dieselbe entspricht sich Punkt für 
Punkt selbst. Diese Transformation stellt das Analogon 
vor zu der (luadratischen Transformation der Ebene mit 
einem festen Kegelschnitt.^) 

Wendet man unter Festhaltung der diese Trans- 
formation wiederholt an, so erhält man Transformationen in 
der Ordnung 3^, welche alle diese R^ als .feste" Kurve 
enthalten. 

Es drangt sich hier die Vermutung auf, dass man 
statt der R* Oberhaupt eine Raumkurve Yon beliebiger Ord- 
nung n benützen kann, sofern man nur 6 (n — 1) fache Se- 
canten derselben zur Verfügung hat, um dieselben als Gerade 

ffj l.^ zu benützen. 0 solche (n — 1) fache Secanten 

liegen dann immer auf einer Regelfläche 2. Ordnimg. Man 
überzeugt sich nämlich auch analytisch leicht von der Richtig- 
keit, folgenden Satzes: 



1) V ergleiche meine Arbeit in den Mathematischen Annalen 
Bd. 3i), pag. 580. 
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„Enthält eine liaumkurve fi-Ordnunt^ zwei (n — 1) fache 
Secanten, so liegt sie auf einer Fläche 2. Ordnung und 
hat die eine Begelschaar derselben überhaupt zu (n — 1)- 
fachen Secanten.' 

Geometrisch ergibt sich der Beweis dieses Satzes un- 
mittelbar, wenn man die zwei (« — 1) fachen Secanten der 
Raumkurve als Achsen zweier znr liaumkurve perspectiven 
und darum untereinander projectiven Ebenenbüschel nimmt| 
die dann eine Begelfiäche 2. Ordnung erzeugen. 

Unter dieser Vorauflsetzang gehören also die 6 Geraden 
a,, &3 der gleichen Regelschaar an, auf welcher auch 

die JR" liegt. Die Hyperboloide, welche die Büschel und 
«2 und 63, «3 und 63 erzeugen, fallen alle drei zusammen 
mit F^. Wählt man jetzt aber einen Punkt Px auf dieser 
F*, so entspricht ihm offenbar die durch ihn gehende, nicht 
zur Schaar der gehörige Erzeugende der Fläche F\ Einer 
beliebigen Geraden g entspricht dann wieder eine Gerade, 
wenn man yon den 2 Geraden absieht, die den Schnittpunkten 
der g mit der F* zuzuweisen sind. Man erkennt, dass die 
Transformation sich in diesem Falle auf eine Collineation 
reduciert. 

Diess ist richtig, solange n >> 3. Aber auch für n =s 8 
mtissen wir dementsprechend, wenn 22' eine afeste" Kurve 
sein soll, noch die ausdrückliche Voraussetzung beifügen, 
dass die 6 Secanten Oj, . . . . (3 der J2' nicht einer Regel- 
schaar angehören dürfen. Es folgt dann aber: 

„Die ist die einzige Kaumkurve, welche als „feste"* 
Kurve in unserer (speciellen) Transformation auftreten 
kann.' 

Wählt man 2 der 3 Geraden in einem Raum z. B. 

i»j und 62 so, dass sie sich schneiden, so ist der Schnittpunkt 
derselben ein Doppelpunkt für die Fläclie o. Ordnung, welche 
einer Ebene im andern Kaum entspricht. Auf diese Weise 

1884. lUtlk-pliys. GL 1. 4 
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kann man verschiedene Typen der Fläche 3. Ordnung durch 
die Transformation erhalten. 

7. Sind die 3 bilinearen Gleichungen 6) allgemeiner 
Nainr und setzt man in ihnen 

dik = ö* I' ; ^ik = hki ; Cik = Chi 

so erhält man, wie Nöther 1. c. pag. 556 bemerkt, die 
Hesee^sche Transformation, bei welcher jedem Punkte des 
Raumes sein conjugierter in Besng auf ein Netz von Fl&chen 
2. Ordnung entspricht. Denn die Gleichungen 6) lassen sich 

dann auffassen als die Polarebenen eines Punktes y in Bezug 
auf die 3 Flächen 2. Ordnung 

Diese Raumtransformation ist natürlich involu torisch. 
Herr Professor Bauer hat mich nun, nachdem ich ihm diese 
Bemerkungen vorgelegt hatte, noch auf folgende weitere 
Spiscialisierung aufmerksam gemacht. Nimmt man statt der 
eben genannten Flachen 2. Ordnung 3 Ebenenpaare, so be- 
schreiben die Polarebenen eines Punktes Ebenenbfischel um 
die 3 Schnittlinien eines jeden solchen Paares. In der Tat 
verschwinden unter dieser Voraussetzung für die Fliehe 2. Ord- 
nung ja ausser der Determinante auch noch die säraratlichen 
Unterdeterminanten 3. Ordnung, sodass also die Form nach 
dem Frühern eben als zweiteilige darstellbar wird. Natürlich 
ist auch diese speciellste Transformation iiivolutorisch. Die 
Geraden Oj, a^, fallen zusammen mit h^, 63, 63, wie über- 
haupt das System der singulären Elemente in beiden Räumen 
zusammenrückt. 
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Sitzung vom 3. Februar 1894. 

1. Herr G. t. Eupffbb teilt die Resultate seiner Unter- 
suchungen: «über Monorhinie und Amphirhinie* mit. 

2. Herr Ad. t. Baet£R hält einen Vortrag: «aber 
Terpenthinöl*. 

Die Ergebnisse soll^ an einem anderen Orte yerdffent- 
lieht werden. 



üeber Monorhinie nnd Amphirliime. 

Von C. Kupffer. 
(EtHgdm^ 8. Mrmr.) 

Die Yon Johannes MüUer in seiner berühmten Mono- 
graphie fiber die Myxinoiden als Cydostomata zosammen- 
geiasste Gmppe der Kranioten nimmt nach ihrer gesammten 
Organisation jedenfalls eine sehr tiefe Stelle ein. Es fehlt 

ihnen jede Spur von paarigen Extremitäten und von Wirbel- 
kürpern, wenn auch bei den erwiichsenen geschlechtsreifen 
Petromyzonten in der bindegewebigen Scheide der Cliorda dor- 
sahs Anfänge oberer Wirbelbögen in Form unregelmässiger 
Knorpelstücke auftreten. Sehr eigenartig erscheint auch der 
Kiemenapparat. Aber diese Verhältnisse am Rompfe sind 
bei der Frage, welche Stellung diesen Tieren im Systeme 
anzuweisen sei, von minderem Gewichte gewesen, als die 
Verhältnisse am Kopfe und hier namentlich der Mangel an 
Kiefern und die unpaarige, mit nur einer äusseren, dorsal 
gelegenen Oeühung versehene Nase. 

4* 
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Ein Teil der Zoologen, unter diesen namentlich Ernst 
HäckeP) scheidet diese nnpaarnasigen kieterln<en Kranioten 
(MoDorhina oder Cyclostoniata) ganz von den Fischen und 
betrachtet dieselben als fieprasentauten einer tief stehenden 
Seitenlinie, Ton welcher sich die mit den Fischen beginnende 
HanpÜinie der ührigen Kranioten, die als Kiefermänler, 
Gnathoetomen, anch als Paarnaser, Amphirhinen, bezetchnet 
werden, scharf absetze. — Andere Zoologen, ihnen voran 
Th. Huxley, <,'ehen in der Scheidung lange nicht so weit. 
Huxley*) rechnet dieselben Tiere (Marsipobranchii) zu seiner 
Klasse der Fische und ist der Ansicht, dass ihnen nicht jede 
Spar von Kiefern fehle, sondern dass Teile ihres völlig aus- 
gebildeten Kopfskelettes, wenn auch rudimentär, doch Teilen 
des Eiefexgerfistes der Gnathostomen homolog seien. — Von 
unseren Kollegen steht Herr Kollege R. Hertwig*) mehr auf 
der Seite Ton Häckel, indem er in seinem Lehrbuch die 
Rundmäuler als besondere Klasse von der Klasse der Fische 
scheidet, während Herr Kollege von Zittel*) sich der Auf- 
fassung Huxley's anschliesst. 

Ich habe mich in den letzten Jahren nach verschiedenen 
Seiten hin mit der Entwicklungsgescliiehte einer Familie der 
Cyclostomen, der Petromyzouten beschäftigt und muss hervor- 
heben, dass meine Beobachtungen der Hauptsache nach dahin 
auslaufen, den Abstand, der zwischen den Cyclostomen und 
€hiathostomen ohzuwalten scheint, auszugleichen. Das gilt 
namentlich fttr die Yerlülltnisse am Kopfe, welchen die 
Hauptargumente fttr eine scharfe Sonderung beider Gruppen 



Ij E. Häckel, Natürliche Schöpfungsgeschichte, 8. Aufl., 1889, 
S. 698 ff. — Anthropogenie, 4. AuÜ., 1891, S. 531 ff". 

2) Tb. Hoxley, Jonnisl of Anatomy and Physiology, Vol. X, 
1876, p. 412. 

8) B. HeHwig, Lehrbueh der Zoologie, 1. Aufl., n. Teil, S. 484. 
4) K. Zittel, Handbuch der Pahieontologie, L Abt., IH Bd., 
1887, S. 66. 
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entnoiiinien wurden. Der Kopf der Cyclostoinen und Unpaar- 
naser ist nicht in dem Grade von dem Kopfe der Gnathostomen 
und Paanuwer Tezschieden, als es den Anschein hatfce, denn 
die Embfyonen nnd jungen Larren der Nennaugen zeigen 
die Anlagen von Kiefern nnd die Embryonen der paamaeigen 
Gnathostomen, bis zn den Sängetieren hin, weisen den redn- 
zierten Rest einer unpaarigen Nasenanlage auf. 

Besonders eignen sich die Embryonen der Neunaugen 
dazu, den zeitweiligen Bestand eines vordersten Darmteiles 
darzuthnn, der zwar von einigen Embryologen hypothetisch 
▼oransgesetzt, aber bisher nicht nachgewiesen war. Diesen 
DarmieO habe ich als präoralen Darm bezeichnet. Der- 
selbe erstreckt sich bei diesen Embryonen Tor der Bildung 
des Hundes an der Unterseite des Hirnes bis zu jenem Punkte 
des äusseren Keimblattes d. h. der Oberhaut, an welchem 
durch Einstülpung die Hypophysis entsteht. Dieser Punkt 
liegt ventral von der Platte, die die Anlage des unpaarigen 
Riechorgans darstellt. Weiter röckwärts und ventral bildet 
sich der Mund und mit der Ausdehnung dieses bei den jungen 
Larven der Nennaugen sehr geräumigen Blindsackes wird 
der präorale Darm Ton dem bleibenden Kiemendarme, gegen 
welchen der Mund sich eröffnet, abgetrennt. Der derart 
isolierte präorale Darm erfährt dann eine Rückbildung bis 
zum völligen Schwunde seiner Elemente. Früh aber, noch 
vor dem Auftreten des Mundes, entstehen an dem präoralen 
Darme, wie an der Begion des Darmes, die als Kiemendarm 
sich erhalt) seitliche symmetrische Ausstfilpungen und zwischen 
diesen Taschen Bogenbildungen des mittleren Keimblattes. 
Diese Bildungen schliessen sich serial an einander und dürfen 
als homodynam gelten. Es entstehen also auch praorale 
Kiementaschen und präorale Kiemenbögen mit Aortenbögen. 
Erstere sind rudimentäre Bildungen und gehen mit dem prä- 
oralen Darme m Grunde, die präoralen Kiemenbögen erhalten 
sich aber und Terwachsen sekundär mit einander. Dieser 



Digitized by Google 



54 SUnmg der Wiath.-fihjf8, daase vom 3, Februar 1894, 

präoralen Taschen und Bö^en zähle ich ursprünglich drei 
Paare. Aus dem vordersten deutlich nachweisbaren Bogen- 
paare entstehen Knoi'pel und Muskeln und zwar das Paar 
der knorpeligen Schädelbalken, sowie die Hauptmasse der 
Aogenmnskeln, die also nicht dorsale Mnskeln sind, nie 
bisher angenommen war, sondern yentrale, snr Kategorie 
der Kiemenmoskeln gehörige, mit denen sie auch histologiseh 
übereinstimmen. 

Huxley^) hat bereits 1869 in seinen Hunterian lec- 
tures es ausgesprochen, dass die Schädelbalken zu den ven- 
tralen Bogenbildungen , den Visceral- oder Kiemenbögen 
gehörten und diese Hypothese kann ich nunmehr embryo- 
logisch begründen. Auf den Tordersten Bogen, den ich als 
Trabekularbogen bezeichne, folgen noch zwei Bogenpaare 
vor der rordersten postoralen Kiementasche, der 
oniand ibulartasche, und dürfen darnach als Oberkiefer- 
gaumenbogen und als Unterkieferbo<^en bezeichnet werden, 
aber ihre Stellung ist bei den Neunaugen eine eigenartige. 
Der pnorale Darm schnürt sich nämlich vor seiner Ab- 
trennung stark ein und damit wird der unmittelbar Tom 
auf die Hyomandibulartasehe folgende Bogen, der ünter- 
kieferbogen, weit medialwärts und sogar Torwärts verlagert, 
so zwar, dass man, wenn dieser Vor<(ang nicht kontinuierlich 
verfolgt wird, den l'alatiuboiren für den Unterkieferboa^en 
halten könnte. — Diese bei'len hinteren Bogenpaare liefern 
bei den Ammocöteu nicht Knorpel, sondern nur Muskeln 
und Bindegewebe und ich bin noch nicht in der Lage, ein 
Urteil darüber abgeben zu können, ob die von Huzley den 
Kieferbögen der Gnathostomen yerglichenen knorpeligen Teile 
am Schädel der ausgebildeten Neunaugen diesen embryo- 
nalen Bögen entsprechen. Diese Entscheidung vorbehalten, 
ist aber jedenfalls soviel sicher, dass die Aulagen von 



1) Honterian lectarea» in Medical times and Gaxotte, London 1869. 
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Kieferbügen den Cyclostomen in derselben Ausdehnung zu- 
kommen, wie den Gnathostonien. 

Die unpaarige, eiiitj mediane Oetfnung zeigende Nase 
der Cyclostomeu bat verschiedene Deutungen erfahren. Die 
ursprüngliche Auffassung war die, dass das Organ einen ein- 
gehen median gelegenen Sack darstelle, von welchem aus 
ein Canal, der Nasengaumengang sieh nach hinten enireoke. 
Dieser Gang h5rfe bei der Familie der Petromyzonten hinten 
blind auf, bei den Myxinoiden aber durchbricht der Ganal 
das Dach des Darmrohres und kommuniziert frei mit dem- 
selben. Götte hat nun dargethan, dass ein Kest dieses 
Nasengiiuniengauges der Unpaarnaser sich als der sogenannte 
Uirnanhang, die Hypopbysis, bei den Paaruasern erhalte, 
und A. Dohm wies nach, dass das Riech organ und der Gang 
genetisch gesondert werden mflssen. Beide Teile bilden sich 
getrennt, das Riechorgan mehr dorsal und der Gang, der nun- 
mehr als Hypophysis bezeichnet wird, entsteht ursprünglich 
n&her dem Munde, als der Nase, aber indem mit diesen Or- 
ganen die sie trennende Partie der Oberhaut mit eingestülpt 
wird, erhalten beide eine gemeinsame äussere Oeffnung. — 
Noch vor der Publikation Dohrn's hatte bereits Calberla auf 
der Naturforscher-Versammlung in München 1877 darauf hin- 
gewiesen, dass Nase und Hypophysis als getrennte Grübchen 
aufkreten. Calberlah) fügte daran weitere Auftchlüsse. Er 
gab an, dass der Rieohsack nicht unpaarig ist, sondern durch 
' ein yon der oberen Wand ausgehendes Septum in zwei sym- 
metrische Abteilungen geschieden werde, zu welchen durch 
besondere Oeffnungen der knorpeligen Kapsel des Organs die 
von vorn herein paarigen i^iecbnerven treten. Bei der Um- 
wandlung der Larve zum Geschlechtstier werde die Scheide- 



1) Calberla, Zur Entwicklungsgeschichte des Petromyzon. Amt- 
Ucher Berieht der 60. Versammluig Deatteher Naturfmeher und 
Aente in HOncheB, 1877, S. 188. 
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wand kBorpelig. Die Daplidtät sei also nicht zu verkennen 
and es müssten deshalb die PetromTzonien als Amphirhinen 

bezeichnet werden. Götte, der dem Vortrage beiwolinte, 
bestätigte diese Angaben. In der That lässt sich das Septum 
leicht nachweisen, nur ist es nicht vom Beginne der Ein- 
stülpung an da, wie Calberla angab, selbst 5 — 6 mm lange 
Larven yon P. Pianeri zeigen noch keine Spur dieser Teilung. 
Ebenso unrichtig ist es, wenn Calberla den Nasengaumen- 
gang, d. h. die Hjpophysis, erat paarig entstehen und nach- 
träglich aus der Vereinigong einer doppelten Einstülpung den 
unpaarif^^en <iang sich bilden lässt. 

In neuester Zeit hat sich W, His^) (Iber das Eiechorgan 
von Petrorayzon ausgesprochen und eine Abbildung des Organs 
mit den beiden Riechnerven nach einem Frontalschnitte ge- 
geben. His bezeichnet das Organ als paarig und die zu 
beiden Seiten des Septum gelegenen Buchten als die sym- 
metrisch angelegten Riechgruben, zu welchen die RiechnervcD 
Tom Hirne aus divergierend sich erstrecken. Ganz zutreffend 
liebt er aber hervor, dass diese Höhle mit ihrer einfachen 
Eingangsöffnung der Nasenhöhle der übrigen Wirbeltiere 
morphologisch nicht gleichwertig ist. Er meint, dieselbe 
wäre wohl am besten als Gesichtshdhle zu bezeichnen und 
ihre Rückwand entspräche der Stirn- und oberen Gesichts- 
fläche anderer Wirbeltiere. — Ob nun die beiden Riechgruben 
von Petromyzon den Riechgruben der Amphirhinen morpho- 
logisch gleichwertig zu erachten seien, darüber äussert His 
sich nicht. 

Wenn man nun weiss, dass die erste Anlage des Riech- 



1) W. His, Die Entwicklung der menschlichen und tierischer 
Physiognomien. Archiv für Anatomie und Physiologie, Anat Abt., 
1892, S. 421. 

Derselbe, lieber das frontale Ende des üehirnrohrea. Daselbst, 
1093, iS. 163. 
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Organs bei Petromyzon durchaus nicht paarige Einstülpungen 
zeigt, sondern eine einfache Epidermisplatte darstellt, die ohne 
ivgend welche UnterbrechuDg über die Mittelebene sich hin- 
weg erstreckt, in der Mitte keine Leiete, noch sonst eine die 
beiden HSlften trennende Marke zeigt, so bleiben f&r die 
Deutung des weiter entwickelten Organs und seiner Teile 
Unklarheiten bestehen und es wird erforderlich, die Ent- 
wicklungsgeschichte eingehender zu Rate zu ziehen. Das 
kann nicht geschehen, ohne dass zugleich die Entwicklung 
der Kopf nerven überhaupt Berücksichtigunp^ fände, deren 
Yordeietes Paar die beiden Riechnerven darstellen. 

Der Entwieklnngsgang der Eopfherven und ihrer Ganglien 
ist ein komplizierter, es beteiligen sich daran Anlagen ver- 
schiedener Herkunft, je eine centrogene und eine kutane, 
die letztere wird von einer verdickten Platte resp. einem 
Wulst oder Hügel der Oberhaut geliefert. Die centrogene 
Anlage, aus der dorsalen Neuraileiste des Centralorgans 
hervorgehend, erreicht die entsprechende kutane Anlage, 
dann löst sich die tiefere Zellenschicht der letzteren ab und 
yereinigt sich mit der centrogenen Anlage zur Bildung eines 
GsngUons des betreffenden Nerven. Es findet also bei der 
Bildung der Eopfganglien eine centripetale Verlagerung von 
ursprünglich peripheren Zellen statt, die den W ert von 
Nervenzellen haben. Nun wäre es bequem, diese Verdick- 
ungen der Oberhaut, die sich an der Ganglien bildung be- 
teiligen, einheitlich zu bezeichnen. Ich schlage dafür den 
Ausdruck Flakode ^) vor. — Es bilden sich am Kopfe zwei 
Reihen solcher Plakoden, eine dorso-laterale Reihe und eine 
epibrancbiale. Beide Reihen konvergieren nach vom gegen 
eine Tordere terminale Piakode, die sieh sowohl bei Mono- 
rhinen, wie bei Amphirhinen findet. Bei den Monorhinen, 
speziell bei Petromyzon stellt dieselbe die Anlage des un- 



1) nioHmihis, es, knchenartig, pkiitenartig. 
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paarigen Riechorgans dar und wird eingestttlpt; bei den 
Amphirhinen ist dieselbe zeitweilig yorhanden; ich^) babe 

sie bei vielen Knorpelgaiioiden, beim Frosch, ja bei Säuge- 
tieren nachgewiesen. Schateinbryonen, an denen die Rachen- 
haut noch nicht ge^en den Darm durchgebrochen ist, zeigen 
dieselbe in starker Ausbildung. Später aber Yerscbwindefc 
diese unpaarige Rieobplakode bei den Amphirhinen, ihre 
Stelle würde der unteren mittleren Stimregion entsprechen. 
Diese terminale Piakode beansprucht noch ein weiteres Inter- 
esse, insofern sie das Feld darstellt, innerhalb welches das 
Hirn vor seiner vollständigen Isolation mit der Oberhaut 
zusammenhängt und entweder durch ein Loch nach aussen 
mündet oder durch einen massiven Straiii^ befestigt ist. Diese 
letzte Verbindungsstelle ist das vordere Axenende des Hirnes. 
Damit ergiebt sich ein Anschlnss an Aniphioxus, bei welchem 
Tiere ja noch spät das Neurairohr vom eine Oeffiinng besitzt, 
den Torderen Neuralporus, der sich innerhalb eines trichter- 
förmig eingesenkt^ Feldes der Oberhaut befindet, einer 
Grube, die bereits Yor Decennien von KöUiker als unpaarige 
Riech grübe beschrieben worden ist. Auch dort aber ist die 
Ver))indung und Communication des Hirnes mit diesem Sinnes- 
organ keine bleibende, das Hirn trennt sich von der Grube, 
bleibt aber mit dem Boden derselben in Berülirung. 

So zeigt sich in einem wesentlichen Punkte Ueberein- 
stimmung von Amphioxus an bis zu den Amnioten: das 
Ende der Himaxe läuft vorn gegen eine terminale Flakode 
aus, welche sich bei Amphioxus und den Monorhinen zu 
einem Sinnesorgan gestaltet, bei den Amphirhinen als Rudi- 
ment des gleichen Organs sich bis zum völligen Schwunde 
zurückbildet. 

Da dieses terminale Organ bei Amphioxus am wahr- 



1) Stedieo cur vergL EntwicklnngBgeBchiobte des Köpfet der 
Eranioten, Mfinchen 1898, 8. 77. 
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scheinlichsten als Riechorgan gedeutet werden kann und da 
dieselbe Piakode bei den Monorhiuen in die Bildung des 
allgemein als Riechorgan aufgefassten Sackes übergeht, so 
habe ich dieselbe als unpaarige Riechpiakode beaeichnet. 

An diese schliesst sich in der dorso-laienden Reihe bei 
allen Amphirhinen dasjenige Plakodenpaar an, ans welchem 
die paarigen Riechgrübchen sich bilden, dann folgt das Paar, 
welches sicli an der Bildung des vorderen Trigeminus<^aii<:;lions 
beteiligt und weiter die Plakoden für die übrigen Haupt- 
ganglien. In der zweiten, weiter ventral gelegenen, epi- 
branchialen Reihe, folgt auf die unpaarige Riechpiakode die- 
jenige, ans welcher die Linse entsteht und in engstem An- 
schlüsse an letetere abermals Ganglienplakoden. 

Alle drei Biechplakoden haben das gemeinsam, dass aus 
denselben keine Ganglien entstehen, sondern dass ihre Nerven- 
zellen, wie die Histiologie heute lehrt, peripher im Epithel 
des Sinnesorgans verbleiben. 

Aus den paarigen Riechgruben entwickeln sich, wie 
Kölliker und His beobachtet haben, die paarigen Riechnerven 
in centripetaler Richtung. Ein unpaarer Riechnerv tritt bei 
den Amphirhinen nicht auf. — Bei Petromjzon besteht bei 
ganz jungen Larren von mm Länge ein bald Ter- 

schwindender medianer, einige Kerne enthaltender Fibrillen- 
strang, der die Kuppe des Riechsackes mit dem vordersten 
Hirnende, dem lobus olfactorius impar verbindet. Wenn der- 
selbe verschwindet, leitet sich die Bildung der paarigen Riech- 
nerven ein und diese sind ohne Zweifel den paarigen Riech- 
nerven der Amphirhinen homolog. 

Nun besteht also die Schwierigkeit für die Vergleichung, 
dass das gleiche Nervenpaar bei den Amphirhinen den paarig 
auftretenden Riechgruben, bei den Monorhinen dem zunächst 
jedenfidls unpaarig erscheinenden Rieehsacke angehört. Es 
wirft sich also die Frage auf, ob bei den Monorhinen, speziell 
bei Petrümjzüu neben der unpaarigen noch paarige Riech- 
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plakoden nachweisbar seien und diese Frage kann ich be- 
jahen. Die gesuchten Bildungen lassen sich embryologisch 
ganz scharf definieren, als Verdickungen der Epidermis, die 
innerhalb der dorso- lateralen Plakodenreihe zwischen der 
terminalen Piakode und der rorderen Trigeminnsplakode ihxe 
Lage haben; und solche sind Torhanden. Sie sind bei Petro- 
myzon erst schwach entwickelt und an der Binenseite durch 
eine Furche von der unpaarigen Riechpiakode scharf ab- 
gesetzt. Bei der fortschreitenden Einstülpung der letztge- 
nannten werden sie aber mit in die Bildung des Kiechsackes 
einbezogen. Sie liefern also die lateralen Partien des Riech- 
sackes, welche später zu den seitlichen Buchten des durch 
ein Septnm uuTollst&ndig geteilten Sackes werden. Im Bereich 
des mittleren Feldes aber, das der unpaarigen Riechpiakode 
entspricht, entsteht das Septum und es ist fraglich, ob sich 
an demselben, wenigstens in ganzer Ausdehnung, das Riech- 
epithel enthält. 

So fehlt also auch hinsichtlich des Biechorgans eine 
scharfe Scheidimg zwischen Monorhinen und Amphirhinen. 
Allerdings ist die paarige Nase nicht Tollstündig derjenigen 
der Petromyzonten homolog, sondern nur teilweise, denn in 
die Bildung des Riechsackes der letzteren gehen drei Plakoden 
ein, das Geruchsorgan der Amphirhinen entsteht dagegen 
nur aus den hiteralen Plakoden, die mittlere fällt dabei gauz 
aus. Petromyzon stellt also ein verbindendes Glied dar 
zwischen den reinen Monorhinen, welche aber in der Gegen- 
wart wohl nur durch Amphioxus noch repräsentiert sind, 
und den reinen Paamasem, bei welchen die unpaarige Riech- 
piakode nur während kurzer Entwicklungsperiode noch nach- 
weisbar ist. Die Ausschaltung der terminalen unpaarigen 
Piakode bei der Bildung der Nase der Gnathostomen steht 
wohl im Zusammenhange mit der Ausbildung des Kieferappa- 
rates und der fortschreitenden Rückbildung der Uypopbysis. 



Digitized by Google 



61 



Sitsong vom 8. März 1894. 

1. Herr Lionhabo Sohncke macht eine Mitfcheilttng : 

„Gewitterstudien auf Grund von Ballonfahrten". 
Dieselbe wird in den Denkschriften erscheinen. 

2. Herr Eügbn I/OmiBL legt eine in seinem Institut 
ausgeführte Arbeit des Herrn B. W. Stanke WITSCH, a. o. 
Professor an der Universität Warschau: «Experimentelle 
Beiträge zur Kenntniss der dielectrischen Polari- 
sation in Flüssigkeiten" vor. 

3. Herr GusTAT Baubs bespricht eine Arbeit des Herrn 

Privatdozenten Dr. Hermann Brunn: .Exakte Grundlage 
für eine Theorie der überall convex begrenzten Ge- 
bilde* xmd fiberreicht ein Referat Über dieselbe. 

4. Herr Ad. v. Baeyer hält einen Vortrag: .über 
Kümmelöl*. Die Resultate seiner Untersuchung werden 
an einem anderen Orte zur Teidffentlichiing kommen. 
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Experimentelle Beiträge 
zur EenntDisB 

der dielectrisclieu PolarisatioiL in Flässigkeiteu. 

(Vorläufige Mittlienniig.) 

Von B. W. Stanlcewitscli, 
s. o. Prof«seor an der k. Univereitftt Warschau. 

(Sinjftbatfm 8. Märt,) 

Gegen das Ende der Sommerferien 1893 UDternahm 
icli, der liebenswürdigen Erlaubnis des Herrn Professor 
Dr. von Lommel gemäss, eine experimentelle Arbeit Aber , 
dielectriscbe Polarisation in Flfissigkeiten im Physikalischen 
Institute der Universität Mttnchen. Die Arbeit ist jetzt 
beendigt. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, den Herren Profes- 
soren Dr. von Lommel und Dr. Gr ätz, sowie dem Herrn 
Assistenten Dr. Fomm, für ihre liebenswürdige Unterstützung 
im Laufe der Arbeit meinen besten Dank auszusprechen. 

Es ist der Zweck dieser Arbeit: 

L eine neue Modification der bekannten «Oapacitäts- 
methode' (unter Benutzung von Wechselströmen) vorzu- 
schlagen, die *j^ewi.sse Vortheile hat, nünilich: A. sie niiiiiut 
nur kleine Mengen von Substanzen in Anspruch und ist 
daher besonders für die Untersuchung seltener organischer 
Flüssigkeiten geeignet; B. sie gestattet nicht nur die Be- 
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Stimmung der Dielectricitätsconsfcanteii verschiedener Flüssig- 
keiten in Bezug auf Luft, sondern auch in Bezug auf ein- 
ander, welcher Umstand ein werthvolles Mittel zur Controle 
der in Bezug auf Laft gefundenen Werthe von Dielectricitats- 
constftnten bietet; 

II. zu prüfen, ob nicht bei hinreichender Venrollkomm- 

nung der mechanischen Unterbrechung des zur Erzeugung 
von Wechselstninien benutzten primären Stromes (bei hin- 
reichender Verkleinerung der Ladungsdauer des Condensaton) 
gute Resultate nach der Capacitätsmethode auch 
für diejenigen Flüssigkeiten zu bekommen sind, für 
welche sonst (bei Üblicher langsamer ünterbrechmig) nur die 
Yon den Herren Cohn nnd Arons Torgescblagene Methode 
der Kraftmessung giltig ist; diese Bemühungen blieben, 
wie aus dem Weiteren zu sehen ist, nicht ohne Erfolg: der 
zu diesem Zwecke construirte Unterbrecher erlaubt mir sogar 
für den Alkohol (09 ^/o) den richtigen Werth der Dielec- 
tricitStsconstante nach der Capacitätsmethode zu bekommen; 
nur für den mehr wasserreichen Alkohol (etwa 9d^/o) sind 
die auf diese Weise ermittelten Werthe noch etwas zu gross; 
für die Flüssigkeiten, deren electrisches Leitungsvermögen 
kleiner als dasjenige des absoluten Alkohols ist, bekomme 
ich Werthe, die beinahe mit den von der Kraftmessungs- 
methüde gelieferten zusaiiimeufailen; 

III. speciell eine Reihe Ton Flüssigkeiten zu unter- 
suchen, für welche die D.C.-en noch nicht bestimmt sind, 
nnd welche ihren optischen Eigenschaften nach merkwürdig 

sind: es sind ätherische Oele, die mit der Eigenschaft, die 
Folarisationsebeue des Lichtes zu drehen, begabt sind. 
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A. Apparate. 

1. Den wesentlichsten Theil meiner Versuchsanordnung 
bildet ein Doppelcondensator, bestehend aus drei horizontal 
fiber einander gelegten cylindrischen Kupferplafeten (Darch- 
messer der Grandebenen sss 15 [cm], Höhe sb 0,95 [em]), 
die von einander mittelst je drei sehr nahe gleich dicker 
parallelepipedisehen Spiegelglasplättchen getrennt sind (die 
Dicken der Plübtchen betragen: für das der oberen Zwischen- 
schicht angehörige System 0,1630: 0,1028; 0,l(i;U, im Mittel 
also 0,1631 [cmj; für das andere System 0,1635; 0,lt)32; 
0,1631, im Mittel also 0,1688 [cm]); die örundüächen 
dieser Plättchen sind klein im Verhältnisse zu dem Flächen- 
inhalte der Grandebenen von Eupferplatten (die geflammte 
Gmndflächengroflse für je ein System Ton drei Glasplattchen 
macht ungefähr den 0,0087 ten Theil des Flächeninhaltes der 
Grundebene einer Kupferplatte aus). Von den zwei dünnen 
Zwischenschichten, welche die Kiipferplatten trennen, wird 
entweder die obere allein mit einer Flüssigkeit gefüllt (zur 
Bestimmung der D. C. dieser Flüssigkeit in Bezug auf Luft), 
oder die beiden gleichzeitig mit zwei Terschiedenen Flüssig* 
keiten (Controle-Yersnche). Die Idee, solche capillare La- 
mellen herzustellen, gehört bekanntlich Herrn Christiansen 
(Wied. Ann., Bd. 14, 1881, S. 23), und ist schon öfters von 
mehreren Forschem zur Bestimmung der relativen Würme- 
leitung-sfühigkeit von Flüssigkeiten benutzt. Jedoch geschieht 
bei meinen Versuchen die Füllung von Zwischenschichten 
nicht nach der ¥on Herrn Christiansen Torgeschlagenen 
Weise, sondern es werden die horizontal yerlaufenden Spitzen 
Ton Trichterrohren von der Seite ans in die Zwischen- 
schichten eingesteckt. 

Der Doppelcondensator ist von einer zur Erde abge- 
leiteten metallischen „Schutzhülle" umgeben. Dieselbe ist 
aus einer 28 [cm] hohen und 26 [cm] breiten Glasglocke 

189i. ]lafcb.-pb7a. Ol. 1. 6 
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hergestellt, deren innere Flftehe mit einem Netaswerke ans 

Staniiiolstreifclien bele^^t ist; die Glocke ruht auf einem 
ebenfalls mit Stanniol bedeckten Brette, auf welchem auch 
die untere Kupferplatte lioo^t (sie bleibt auch stets mit der 
Erde leitend verbanden). Das Brett ist von einem Gestell 
mit drei Fassschrauben, welches das horizontale Einstellen 
der Enpferplatten gestattet, getragen. Die Trichterröhre, 
sowie Znleitnngsdrähte zu den Eupferplatten gehen dnrch 
Locher, welche dnrch die Glocke darcbgebohrt sind, (die 
Zuleitungsdrähte durch Paraftinpfropfen). 

Tl. Zur Mpssuu<t der Potentiale dient ein Mascart'sches 
Electrometer in „Doppelschaltuug" (Haliwachs, Wied. Ann., 
Bd. 29, 1886, S. 1) anter Benutzung einer etwa 30 [cm] 
hohen nnifilaren Suspension der Nadel mittelst dflnnen 
Platindrahtes und bei Beseitignng der FlOssigkeitsdämpfung 
(das Stitbohen, welches die Nadel trägt, berfihrt nicht die 
Schwefelsäure; letztere dient also ausschliesslich zur Beseiti- 
gung der Feuchtigkeit im Innern des Electiouietergehäuses). 
Unifilare Suspension , sowie Beseitigung der Flüssigkeits- 
dämpfung sind nämlich, wie Hall wachs gezeigt hat (1. c), 
für die Festigkeit des «Nullpunktes" und überhaupt für das 
regelmässige Functioniren des Electrometers von sehr grosser 
Wichtigkeit. Unter diesen Umständen ist die Schwingungs- 
dauer der Nadel gleich 3,9() [sec]; das Yerhältniss der Di- 
rectionskraft des Platindrahtes zu dem Trägheitsmomente 
der Nadel beträgt also 0,()3 [sec]"*^. Rs ist aus diesen 
Zahlen ersichtlich, dass die Empfindlichkeit meines Electro- 
meters verhältuissmässig klein ist. Das bildet aber for mich 
keinen üebelstand, weil ich mit hohen Potentialen zu thun 
habe; indessen hat die kleine Empfindlichkeit den Vortheil, 
den Nullpunkt fast absolut fest zu machen (wegen grosser 
Directionskraft des Platinfadens). Das logarithmische De- 
ere ment der Nadelschwingungen ist gleich 0,0396 (Luft- 
dämpfung). Die Beobachtungen am Klectrometer geschehen 
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mittekt Scala und Fernrohr (Abstand des Spiegeb Ton der 
Scala = 294 [cm]). 

Es sei das eine Qoadrantenpaar sowie das Electrometer- 
gebänse mit der Erde, das andere Qaadrantenpaar und die 
Nadel mit einander nnd mit einer Qnelle Ton constantem 
Potentiale » v verbonden (Doppelschaltnng), dann ist, wie 
Hallwachs gezeigt hat, der Ausschlag gleich 

a aas a»* + bv-j-e, (1) 

Hier bedeutet a die »redacirte* (auf Proportionalitat 
mit den Bögen) Zahl der Sealentbeile a, 6, c ~ Constanten, 
Yon denen c immer sebr klein ist: es ist nämlicb c dem 
Prodncte der beiden kleinen Hallwaebs*seben Oonstanten 

N\Q und 9„ 

(1. c.f SS. 4 — 5) proportional. Bei praktischen Anwendungen 
der Formel (1) kann immer e Temaclilassigt werden: diese 
Constante bat nur theoretische Bedeutung (indem sie zur 
Bestimmung der theoretischen Constanten q^^ dieut); ihr 
Werth kann nur mittelst der, so zu sagen «mikrometrischen* 
Methode bestimmt werden, welche von Hallwachs vorge- 
schlagen ist (1. c, SS. 13 — 15). 

Es sei nun v kein constantes, sondern ein pe- 
riodiscli (mit yoUer Periode » %) oscillirendes Poten- 
tial, und zwar derart, duss 

0 

ist. Diese Eigenschaft kommt l>ekanntiich dem Potentiale 
am isolirten JSnde der Secundärrolle eines Inductoriums zu, 
wenn das andere Ende der Bolle mit der Erde verbunden 
ist und in derselben elektrische Schwingungen stattfinden. 

6* 
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Wenn wir das Elektrometer in Doppelschaltnng mit 
dem erwähnten isolirten Pole verbinden, so muss der Aus- 
schlag, wie es ganz einfache Betrachtungen zeigen, gleich sein 




Das heisst: bei Anwendung der Doppelschaltung zur 
Energieniessung von Wecliselströmen ist der Ausschlag von 
der Constanten b unabhängig (c aber ist einfach vernach- 
lässigt worden). Für diesen Fall gilt also anstatt (1) eine 
einfachere Formel 

o — at0>, (2) 

wo tü^ — das mittlere Quadrat des oscillirenden Potentials v 
bedeutet. Xatürlich wird dabei vorausgesetzt, dass z gegen 
die Periode der Eigenschwingnngen der EUectrometemadel 
sehr klein ist. 

III. Ein in der soeben erwähnten Weise oscillirendes 
Potential liefert bei meinen Versuchen ein Inductorium, dessen 
secundftre Rolle die Länge » 31 [cm] und den Durch« 
messer a 11 [cm], bei dem Widerstande a 411 Siem. 
hat. Der primäre Strom ist von einem Qroye-Elemente ge- 
liefert; der Widerstand der primären Kette kann mittelst 
eines eingeschalteten Rheostaten variirt werden ; diese Varia- 
tionen tindeu in den Grenzen von etwa 10 bis etwa 30 [Ohm] 
statt. 

Als Unterbrecher wurde im Anfange der Arbeit das eine 
Bad eines BufTschen Disjnnctors (Durchmesser = 5,15 [cm]) 
mit einer auf ihm federnd schleifenden Bflrste aus feinen 
Knpferdrähten benutzt Es ist derselbe Unterbrecher, welcher 
Herrn Dr. Franke bei seiner Untersuchung über die Ab- 
hängigkeit der D. C.-en flüssiger Körper von der Temperatur 
diente (Franke, Inauguraldissertation , Bunzlau 1893; auch: 
Wied. Ann., Bd. 50, 1893, S. 163). Dieser Unterbrecher 
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(ich will ihn „Unterbrecher No. I* nennen) liefert 8 Unter- 
brechungen bei einer Umdrehung desKades; wenn also das 
Rad n Umdrehungen in einer Secuode macht, so ist die 
ToUe Periode der Oscillationen von v auf dem iaolirtem Pole 
des Indaetoriams gleich 

«==-^[«ic]; 

die Ladungszeit aber eines mit diesem Pole verbundenen 
Gondensators beträgt 

Die Berechnung der Ladungsdauer nach der Formel (w) 
setzt Torans, dass die Bürste stets dicht am Kade liegt. 
Das kann aber natürlich durchaus nicht bei einer beliebigen 
Rotationsgeschwindigkeit des Bades der Fall sein : bei grossen 
(Geschwindigkeiten findet ganz sicher das üeberspringen der 
Bürste statt, nnd dann wird die Formel (co) nicht mehr 
richtig; das kann zweifellos aus Messungen der D.C.-en von 
gut leitenden Fltissigkeiten geschlossen werden, wie es 
weiter unten ausführlich besprochen wird. Und zwar ist es 
selbstverständlich, dass beim Üeberspringen der Bürste die 
Formel (co) nur zu kleine Werthe für die Ladongsdauer 
geben kann. 

Es kann also nur bis auf eine gewisse Grenze vortheil- 
haft sein, die Rotationsgescbwindigkcit eines derartigen Unter- 
brechers zu vergrössern ; nach dem l^'berschreiten dieser 
Grenze kann, wegen der Eigenschwingungen der Bürste, 
sogar die Zunahme der Ladungsdauer bei YergrOssemng 
der Geschwindigkeit eintreten. 

Nachdem solches Verhalten des Unterbrechers No. T aus 
den Versuchsergebnissen festgestellt war, wurde ein neuer 
Unterbrecher construirt, welchen ich ^Unterbreclier No. II* 
nennen werde. Der Unterbrecher No. II liefert 120 Unter- 
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brechungeu bei einer Umdrehung; bei n Umdrehungen in 
der Secunde kanu also die Ladungsdauer auf 

T = äiJrji t««] (ß) 

heral)^esetzt werden, wenn nur n eine gewisse obere Grenze 
nicht überschreitet. 

Bei einer massigen Rotationsgeschwindigkeit, die in den 
Grenzen 

▼on fi s 10 bis fi SS 16 

liegt, giebt der Unterbrecher No. II sehr gute Resultate. 

Der Unterbrecher No. II hat folgende Dimensionen: 
Durchmesser des Rades = 13,8 [cmj; seine Breite an der 
Peripherie = 1,49 [cm]; Länge je eines metallischen resp, 
iBolirenden Streifchens (die nämlich SchliesBongen resp. Unter» 
breehangeii des primären Stromes besorgen) « 0,2 [em] 
(das ist die Dimension eines Streifchens in der Richtung der 
Peripherie des Rades) ; Breite dieser Streifchen (d. h. die der 
Rotationsaxe des Rades parallele Dimension) ist gleich der 
Breite des Rades an seiner Periplierip. Wegen kleiner Länge 
der Streifeben konnte natürlich eine aus feinen Drähten 
bestehende Bürste nicht mehr benutzt werden; statt dieser 
worde ein dflnnes 1 [cm] breites Knpferstreifchen angebraeht, 
welches am Ende fein abgeschliffen und mit 7 Zähnen rer- 
sehen ist; das Streifchen ist von einer Stahlfeder getragen, 
und sein abgeschlifiFenes Ende trifft die Peripherie des Rades 
unter dem Winkel von etwa 45 ^. 

Die Räder der beiden benutzten Unterbrecher wurden 
durch eine He&er-Alteneck'sche Maschine getrieben; die 
Maschine Ton 2 bis 5 grossen Accmnnlatoren gespeist; kleinere 
Aendernngen der Rotationsgeschwindigkeit wnrden durch Aen- 

derungen in einem eingeschalteten Widerstande erzielt. 

Die Rotationsgeschwindigkeit der Unterbrecherräder wird 
mittelst eines Tourenzählers und einer Secundenuhr bestimmt. 
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Da es meine Absicht war, die Versuche bei einer Reihe 
von ziemlich verschiedenen Ladungdzeiten anzustellen , war 
es für mich von Wichtigkeit, auch sehr langsame elektrische 
Schwingnngeii zur VerfiBgimg zu haben. Die beiden Unter- 
brecher konnten mich aber in dieser Hinsicht nicht befrie- 
digen: bei sehr kleinen Botationsgesch windigkeiten fhnctio- 
niren sie gar nicht regelmässig (wegen der unter diesen 
Umständen zu geringen Trägheit der Räder). Dann habe 
ich, nach dem Rathe des Herrn Dr. Fomm, eine kleine 
Hauptschlussmaschine (bezogen von der Anstalt der Allge- 
meinen Elektricitäis-Gesellschaft zu Berlin, No. 2839) zur 
Erzeugung des oscillirenden primären Stromes benatzt, 
indem dieselbe in eine Wechselstrom maschine dadurch 
verwandelt worden ist, dass von zwei gegenüberliegenden 
Collectorstreifchen durch Börsten stetig der Strom abge- 
nommen wurde. Die Resultate erwiesen sich als sehr gut: 
wenn die Maschine von 30 Akkumulatoren gespeist ist, 
macht der Gramm^sche Ring von 4,5 bis 7 Umdrehungen 
in einer Secunde; der von der Maschine für das Inductorium 
gdieferte primäre Strom bietet von 9 bis 14 Wechsel 
der Bicbtnng in einer Sekunde, nnd die vom secundären 
Strome bedingte Ladungsdauer des Condensators betragt 

von 1^ bis ^ [sec]. 

Dabei sind aber die Schwingungen der diü Energie des 
secundiiren Stromes messenden Electrometernadel merk- 
würdig regelmässig, und die Berechnung einer Gleich- 
gewichtslage aus ümkehrpunkten gibt eine auffallende Ge- 
nauigkeit: öfters kommt es vor, dass die vier aus fünf 
Ümkehrpunkten berechneten Gleichgewichtslagen bis auf 
ein Zehntel eines Scalentheiles Übereinstimmen, und 
zwar bei grossen Schwingungsamplitnden. Indessen, wie aus 
den weiter unten mitgetheilten Zahlen ersichtlich ist, be- 
kommt mau unter Anwendung der Wechselstrommaschine 



Digitized by Google 



72 



SiUuny der matk.-phys, Glosse vom 3. Märe 1894, 



fÖr die D.C.-en von ^ut iolirenden Flüssigkeiten sehr 

nahe riclitige Werthe. Ich kann also die Anwendung dieser 
Maschine als ein sehr elegantes; Mittel zur Untersuchung 
der dielecfcrischen Polarisation in gut isoiirenden Sub- 
stanzen empfehlen. 

Beinahe eben so regelmassig sind die Schwingungen der 
Electrometemadel bei Anwendung des Unterbrechern No. II, 

wenn nur die Rotationsgeschwindigkeit innerhalb der oben 
mitgetheilten Grenzen liegt. 

Was den Unterbrecher No. I betrifft, so functionirte er 
überhaupt bei Weitem nicht so regelmässig wie der Unter- 
brecher No. II. Dieser Umstand ist selbstverständlich dem 
kleineren Schwünge seines Rades zuzuschreiben. Der Unter- 
brecher No. I wurde von mir nur im Anfange der Arbeit 
benutzt, später aber ganz verlassen. 

IV. Znr Herstellung von verschiedenen Verbindungen 
zwischen dem Doppelcondensator, dem Electrometer und dem 

Inductoriuni dient mir ein Commutator aus Paraffin. Der- 
selbe gestattet: 

1) die obere und mittlere Platte des Doppelcondensators 
znr Erde abzuleiten (die untere Platte,, wie schon erw&hnt, 
bleibt stets mit der Erde verbunden); 

2) die obere Platte mit dem isolirten Pole des Induc- 
toriums (der andere Pol stets zur Erde abgeleitet) und 
gleichzeitig die mittlere Platte mit dem Electrometer in 
Verbindung zu setzen; 

3) das Electrometer allein mit dem erwähnten freien 
Pole des Inductoriums zu verbinden; 

4) das Electrometer mit der oberen Platte und mit 
dem Inductorinm zu verbinden, indem die mittlere Platte 
isolirt bleibt (NB.: die Anordnung fttr diese letzte Com- 
bination wurde nur bei den Vor verbuchen benutzt; da sie 
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sich als uicht uöthig erwiesen hat, wurde sie später be- 
seitigt). 

Alle Verbindimgexi sind mittelst sehr dfinner Messing* 
drahte hergestellt; znr Unterstützung derselben sind paraffi* 
nirte Glaastfthchen und Seidenfaden benutzt. 

B, HeBsimgsTerfiJireii. 

Kennen wir die obere Zwischenschicht des Doppel- 
oondensators — , Schicht No. 1*, die untere — «Schicht 
No. 2'. 

Nt'linien wir weiter die Capacität des aus der oberen 
und mittleren Kupferplatte bestehenden Oondensators, wenn 
die Luft die betreffende Zwischenschicht füllt, als 
Einheit der Capacitaten an, dann ist die Capacität des ?on der 
mittleren und unteren Platte gebildeten Luftcondensators auch 
(sehr nahe: s. oben) gleich Eins. Wenn aber die Schichten 
No. 1 und 2 mit Flüssigkeiten von D. C.-en resp. er- 
ftillt sind, so sind die Capacitaten der beiden Condensatoren 
gleich (Jj resp. ö^. 

Es sei noch y die als constent Termuthete Capacität des 
Electrometers in Doppelschaltung -f- Capacität des Paraf&n- 
commuteters -|- Capacität gesammter Znleitungsdrahte. 

Es seien jetzt die beiden Zwischenschichten mit Flüssig- 
keiten (dj und d^) gefüllt; alle Platten und Electrometer 
seien zunächst mit der Erde yerbunden, dann aber Electro- 
meter und mittlere Platte isolirt und miteinander verbunden, 
während die obere Platte bis auf das Potential « V geladen 
wird. Dann bekommt die mittlere Platte ein kleineres Po- 
tential = r, welches am Electrometer geraeSvSen wird. VVouu 
wir nun annehmen, dass die beiden Flüssigkeiten und 
alle benutzten isolirenden Stützen vollkommene Isola- 
toren seien, so muss oifenbar die Gleichung 
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S^ (F — v) = d^v + yv^ 

oder 

ir:v)-l = (ä, + /):d, (8) 

bestehen. 

Natürlich kann unsere Voraussetzung in Wirklichkeit 
nie in ganzer Strenge erfüllt werden. Man vernuithet 
jedoch, dass diesem ideellen B'alle um so mehr genähert 
wird, je kleiner die Ladungsdauer ausfallt. Darauf beruht 
die Anwendung von Wechselströmen zur Bestimmung der 
D. O.-en; die Vermuthung wird von der Erfahrung be- 
stätigt. 

Es sei die obere Platte mit dem freien Tolü eines In- 
ductoriums, in welchem elektrische Schwingungen vor sich 
gehen, verbunden; die mittlere Platte aber isolirt und mit 
einem Mectrometer in Doppelschaltung yerbunden. 

Das Potential der oberen Platte V ist dann eine perio- 
dische Function der Zeit t mit der Periode =: r; das Po- 
tential der mittleren Platte v ist ebenfalls eine periodische 

Function von t und zwar mit derselben Periode. 

Wenn wir nun 



T 




setzen, so wird anstatt der Gleichung (3) die folgende be- 
stehen: 

(W:w)'-l^{d, + y):d,. (4) 

Auf uuTollkommene Isolatoren angewandt gilt die Glei- 
chung (4) nur angenähert; der oben ausgesprochenen Ver- 
muthung gemSss ist aber die Annäherung um so grosser, 
je kleiner v gemacht wird. 
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Die Grösse to ist nun unmittelbar von dem mit der 
mittlereD Flatte verbundenen Electrometer gegeben ; und zwar 
kann sie nach der Gleichung (2) (Abschnitt A, Artikel II) 
ans dem Werihe des Ausschlages a berechnet werden. 

Wie aber kann die Bestammung yon W geschehen? 

Das geschieht ganz einfach im Falle, wo die zwei fol- 
genden Voraussetzungen berechtigt sind: 1) dass die „electro- 
statische Capacitäf der secundären Rolle des Inductoriums 
sehr gross gegen die von uns angenommene Oapacitätseinheit 
erscheint; 2) dass die elektrischen Schwingungen im Indne* 
torinm gana regelmSssig vor sich gehen mid keine merkliche 
Aendemng wiUirend der zn den weiter beschriebenen Mani- 
palationen nOthigen Zeit erfahren. 

Nehmen wir för einen Augenblick au, dass die beiden 
Voraussetzungen erfüllt seien; dann verfahren wir folgender- 
massen: 

Nachdem der Ausschlag a bestimmt ist, trennen wir 
sowohl das Electrometer als auch das Inductorinm von un- 
serem Doppelcondensator ab und verbinden sie miteinander. 

Dann entspricht offenbar der neue Ausschlag der Nadel 
(nennen wir ihn A) dem Potentiale d. h. es besteht 
dann die Gleichung 

In diesem Falle ist also 

und die Gleichung (4) wird zu 

(l/^:l/a)-l«(d, + y):d,. (5) 

Wenn aber die erste von den oben erwähnten Vor- 
aussetzungen nicht berechtigt ist, so kann die „electro- 
statische Capacität" des Inductoriums experimentell bestimmt, 
und ihr Werth in der von uns angenommenen Einheit an- 
gegeben werden. Dann kann man, jedoch unter der An- 
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nähme, dass die zweite Yon jenen Voransseteungen doch 

richtig ist, das oben beschriebene Verfahren noch anwenden; 
nur die Formeln werden in diesem Falle ein wenig com- 
plicirter, indem die ,electrostatische Capacität* des Induc- 
toriums in die Gleichungen eintritt. Diese complicirteren 
Fonneln theiieich nicht mit, weil bei meinen Versuchen 
die erste Voraussetzung so nahe erfüllt war, dass die 
.electrostatisohe Gapaciföt* des Inductoriums wegen ihrer 
GrOese gegen die oben angenommene Gapaeiifttseinheit nieht 
geschätzt werden konnte. Beim Anfange der Arbeit habe 
ich mehrmals versucht diese Capacität zu bestimmen, indem 
ich folgendermassen verfuhr: ich bestimmte den Ausschlag 
des Electrometers bei der im Abschnitte A, Artikel IV, unter 
3) bezeichneten Verbindung; dann wurde auf die unter 4) 
bezeichnete Verbindung commutirt und der Ausschlag tou 
neuem bestimmt; dabei hat sich aber bei einer ziemlich 
grossen Anzahl derartiger Versuche kein Unterschied 
zwisclien den Grössen der beiden Aus.schl;i<4e ergeben. Des- 
halb betrachte ich es als berechtigt das oben mitgetheilte 
vereinfachte Verfahren anzuwenden und zur Berechnung der 
Versuchsergebnisse die Formel (5) zu benutzen. Was aber 
die zweite Ton den oben erwähnten Voraussetzungen be- 
trifft, so konnte sie bei meinen Versuchen nur ausnahmS' 
weise, in durchaus seltenen Fällen, nicht erfQllt sein. Die 
Bürgschaft dafür ist erstens die grosse Regel massigkeit des 
Functionirens der Wechselstrommaschiue und der beiden Unter- 
brecher (bei passenden Uotationsgesch windigkeiten), welche 
Regelmässigkeit aus dem Verhalten der Ausschläge der Electro- 
metemadel wohl erkennbar ist; zweitens aber auch gute 
Uebereinstimmung zwischen den Ergebnissen einzelner Be- 
obachtungen. Und zwar ist die Regelmässigkeit am grOssten 
bei der Wechselstrommasehine, dann beim Unterbrecher No. II; 
dem Unterbrecher No. I kommt in dieser Hinsicht die letzte 
Stelle zu. 
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Mein Verfahren besteht also im Folgenden: 

I. Ich beginne mit der im Abschnitt A, Artikel IV 
unter 1) bezeichneten Verbindung, um die Möglichkeit zn- 
fiUliger Elekiridrimg der Platten beim Anfange des Verauches 
aoszoschliessen ; 

II. dann commntire ich auf die Verbindung, welche 
unter 2) angedeutet ist, und bestimme den Ausschlag a; 

III. schliesslich commutire ich auf die unter 3) bezeich- 
nete Verbindung und bestimme den Ausschlag A, 

Um die ganze Manipulation möglichst kurz zu machen, 
was Ton grosser Wichtigkeit ist, werden die Gleichgewichts- 
lagen aus Schwingungen bestimmt, nämlich aus 3 oder 5 
Umkehrpunkten; für die Verkürzung der Daner des Vor- 
fahrens ist der Umstand sehr günstig, dass die ISchwingungen 
der Nadel meines Elecironieters sehr rasch sind (s. oben). 
Das Abwarten des P^intretens der thatsächlichen Ruhe der 
Nadel raubt sehr viel Zeit, da die Luftdämpfung nur gering 
ist (s. oben), und kann deshalb gar nicht empfohlen werden. 
Zur Ehrleichtemng der Berechnung von Gleichgewichtslagen 
aus Umkehrpunkten habe ich eine Hilfstabelle construirt. 

Die Berechnung von Versuchsergebnissen geschieht nach 
der Formel (5). Dass diese Berechnung, wenn sie sich auf 
leitende Flüssigkeiten und dabei auf langsame elektrische 
Schwingungen bezieht, nur ganz illusorische VVerthe für 
die D.O.-en geben kann, das liegt auf der Hand. Aber ich 
habe mir, wie oben schon erwähnt ist, die Aufgabe gestellt, 
zu prfifen, ob nicht diese Werthe, bei Abnahme der Ladungs- 

nähern. 

Kehren wir zur Gleichung (5) zurück. Wenn die beiden 
Zwischenschichten des Doppelcondensators mit Luft erfüllt 
sind, kommt dieser Gleichung folgende Gestalt zu: 

V:?:Vir=2 + y. (6) 
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Wie aus (G) erhellt, geben die Versuche mit der Luft 
in den beiden ZwischenschicbteD uamittolbar den Werth der 
Constanten 

Wenn nnn die Schicht No. 1 mit einer Fltaigkeit (von 
der D.O. » d^) erftillt ist, die Schicht No. 2 dagegen mit 
Luft, 80 verwandelt sich die Gleichung (5) in 

(/-df:l/a)-l«(l + y):d,. (7) 

Derartige Versuche können also zur Bestimmung der 
D.G. einer Flüssigkeit in Bezug auf Luft dienen, wenn der 

Werth von / aus Vorversuchen bekannt ist. 

Endlich können Versuche mit zwei Flüssigkeiten [Glei- 
chung (5)] als Coutrol versuche dienen. 

G. ErgebnisBe. 

Wegen grosser Wichtigkeit einer möglichst genauen 
Kenntniss des Werfches von y wurde zur Ermittelung des- 
selben eine ziemlich grosse Anzahl Versuche angestellt. 

Resultate : 

aus Venochen mit 
Unterbrecher No. II Unterbrecher No. I 

f = 0,68 (Mittel aus 117 Vers.) y « 0,65 (aus 30 Veis.) 

Wechselatrommasdime 

y = 0,06 (Mittel aus 98 Versuchen). 

Dabei wurden fast immer die massigen Rotations- 
geschwindigkeiten der beiden Unterbrecher benutzt (welche 
Geschwindigkeiten, wie schon erwfthnt, dem regelmassigsten 
Functioniren der Unterbrecher entsprechen). Trotz grosser 
Anzahl von Beobachtungen konnte eine Abhängig- 
keit der Grösse y von der Höhe der benutzten Po- 
tentiale (von der Grösse^) nicht nachgewiesen werden. 
Auf eine solche Abhängigkeit deutet Herr Arons bei dem 
von ihm benutzten Mascart'schen Electrometer hin (Wied, 
Ann. Bd. 35, 1888, SS. 294—295). Uebrigens würten bei 
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meinen Versuchen die Potentiale innerhalb nicht so weiter 
Grenzen, wie es bei Herrn Arons der Fall war. 

Was die Verschiedeoheit der Werthe von y bei ver- 
schiedenen Ladungsdanera betrifft (e. die oben angeführten 
Zahlen), so zeigen sie eine derartige Gesetzmässigkeit (je 
kleiner die Ladnngsdaner ist, desto kleiner fällt auch y aus), 
die wohl erklärbar zn sein seheint: es mnss zu der wahren 
Capacitiit des Electronieters und der Zuleitungen (d. h. der- 
jenigen Capiicitiit, welche einer vollkoiiinifMien Isolation ent- 
sprechen würde) noch eine scheinbare hinzukommen, welche 
von der oberflächlichen Leitung der Seidenfäden und Untere 
st&tzangsst&behen herrührt; es ist aber sehr wohl denkbar, 
dass die Ton Isolationsmangel herrührenden Electricitätsver- 
Inste (also auch die scheinbare CapaeitSt) desto grOsser 
sind, je länger die Ladungsdauer ausföllt; bei den ziemlich 
grossen LTnterschieden in der Ladungsdauer, wie es bei den 
drei erwähnten Yersuchsreiiien der Fall war, können vielleicht 
diese Unterschiede einen wahrnehmbaren Einfluss auf das 
Resultat ausüben. 

Jedenfalls kann die Verschiedenheit der Werthe von y 
bei Terschiedener Ladnngsdaner nur einen kleinen Einflnss 
anf die Werthe der D.G.-en haben, nänilich : bei Berechnung 
dieser Werthe wird nicht y selbst, sondern l -j- y benutzt 
[s. Gleichung (7)]. Es kann also dieser Einfluss höchstens 
durch 

der Grösse einer zu bestimmenden D.O. dargestellt werden. 

Doch halte ich es für not h wendig, bei der Berech- 
nnng einer D.G. immer denjenigen von den oben mitgetheiiten 
Werthen von / zu benutzen, welcher znr zugehörigen Unter- 
brechnngsart gehört. 

Jetzt tlieile ich die bei den Versuchen mit verschiedenen 
Flüssigkeiten bekommenen Resultate mit. Die Versuche be- 
ziehen sich auf gewöhnliche Zimmertemperatur, die etwa 
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zwischen 1 7 und 20^ schwankte, l^ei zähen Flüssigkeiten 
wurde der Durchfluss durch die dünnen Trichterröhren (bei 
Füllung Yon Zwischenschichten des Doppelcondeusators) durch 
Ausübung eines Luftdruckes beschleunigt. 

Die weiter unten mitgetheilten Werthe der Ladungs- 

dauer-^ wurden nach den Formeln (o)) und (ii) (Abschnitt A, 

Art ni) berechnet; aus dem oben erörterten Qrunde wird 
diesen Werthen keine absolute Genauigkeit zugeschrieben: 

es handelt sich nur um eine ungefähre Schätzung der La- 
duDgsdauer. 



A. Schlecht leitende Flüssigkeiten. 

I. Benzol. 

Dicht. 0,879 bei 19' C. 
Unterbrecher No. II Unterbrecher No. I 

* = 2,1 1 (I = ^) » - 2,17 (I von -ji^ bis ^) 

VVechselstrommaschine 

* = 2.18 (I = 1). 

Man sieht, dass die Wechselstrommaschine einen bis auf 
3,3 ^/o richtigen Werth geliefert hat. 

Die von anderen Forschern gefundenen Werthe sind: 
2,198 (Silow); 2,43 (Winkelmann); 2,13 (bei 20' C.) 
(Negreano); 1,948 (Donle); 1,766 (Ladungsdauer l Se- 

cnnde) (G. Weber); 2,207 (Ladungsdauer = [See.]) 

(G. Weber); 2,17 (Tshegläjew). 
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n. Olivenöl (käufliebes.) 
Dicht. = 0,9158 bei 18^ C. 

Unterbracher No. n WechtelBtromnutfehine 

Der üntenchied betragt nur 1,8 ®/o. 

Die von anderen Forschern gefundenen Werthe sind: 
3,08 (Arons und Kubens; 3,16 (üopkinson). 

Die bedeutenden Unterschiede sind wahrscheinlich dem 
Umstände zuzuschreiben, dass Olivenöl keine chemisch de- 

finirbare Substanz ist, und verschiedene l'roben desselben 
können ziemlich bedeutende Unterschiede der Zusammen-^ 
Setzung darbieten. 

B. Bester leitende FIQeeigkeiten. 

a) Aetherische Oele. 

Eine grosse Anzahl dieser Oele wurde schon im Jahre 
1889 für das Physikalische lustititut von der Firma Dr. 
H. Koenig in Leipzig bezogen. Für manche dieser Oele 
wurde damals die Rotations- und Befractionsdispersion von 
Herrn Dr. R. Steinheil untersucht (Steinheilt «Beobach- 
tongen Qber Rotations^ und Refimctionsdispersion", Inaugural- 
Dissertation, München, 1889). Unter den Oelen gibt es 
mehrere gleichen Namens, aber verschiedener Qualität. Uel)er 
den rnterschied in der Herstellung der verschiedenen Sorten 
konnte nichts erfahren werden; dass aber die Oele von Ver- 
unreinigungen durch fette Oele vollständig frei und nur aus 
aromatischen Eiestandtheilen zusammengesetzt sind, das wurde 
durch eine von Herrn Stein heil angestellte Untersuchung 
nschgewiesen (L c, SS. 12—13). 

1891 Ibtli.-phyt, OL 1. 6 
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Im Weiteren wird die von der Fabrik angewendete 

Untersclieidcinf^ der Proben dnrch Nnmerxruiig beibehalten, 
(wie es auch in der Abhandlun«^ von Steinheil geschehen ist). 

Für die drei ersten von den weiter nuten angeführten 
Oelen wurden die Werthe der D.C.-en, zur Controle, auch 
nach der Methode der Kraftmessung bestimmt. 

DaB Verfahren war das von den Herren Cohn and Arons 
vorgeschriebene (Wied. Ann., Bd. 33, 1888, SS. 15—19). Als 
FlQssigkeitselectronieter wurde das von Herrn Dr. Franke 
schon früher zu dem nämlichen Zwecke benutzte angewendet, 
(Wied. Ann., Bd. 1893, S. 103). Für dasselbe beträgt die 
Schwingungsdauer der „Nadel* in der Luft 18 [sec], das 
logarithmische Decrement (ebenfalls in der Luft) 0,0100. 
Der Abstand des Spiegels von der Scala war gleich 560 [cm]. 
Zur Erzeugung von oscillirenden Ladungen wurde das scbon 
oben erwähnte Inductorium benutzt; die Unterbrechung des 
primären Stromes (2 Daniel-Elemente, Widerstand von 5 bis 
15 Ohm) war vom Unterbrecher No. II hm der günstigsten 
(für die Regel mässigkeit des Function irens desselben) Ro- 
tatioDsgescb windigkeit besorgt; die Laduugsdauer, nach der 

Formel (A) berechnet, betrug dabei etwa [sec]. 

Die Beobachtungen wurden folgendermassen angestellt: 
zunächst bestimmte ich 3 Umkehrpnnkte der Nadel des 
Mascart^schen Electrometers; dann machte ich dasselbe mit 
dem Edelmann*8chen Electrometer (Flfissigkeitselectrometer); 

schliesslich von neuem mit dtiii Mascart'schen Electrometer. 
Aus den beiden für die Maseart'sche Nadel l)erechneten Aus- 
schlägen wurde das arithmetische Mittel genommen. Der 
Unterbrecher fnnctionirte so regelmässig, dass die beiden 
Ausschläge sehr oft zusammenfielen. Die Umkehrpunkte 
wurden am Edelmann'schen Electrometer nur für die Schwin- 
gungen seiner , Nadel" in der Luft bestimmt; bei den 
Schwingungen dieser .Nadel' in Oelen war die Dämpfung 
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sehr stark, uud man konnte sehr wohl dius Eintreten der 
Üiatsüchlichen Kiihe derselben abwarten. Die NuUpunkts- 
?erschiebun<jfen in den Oelen waren sehr klein im Verhält- 
nisse zu den benutzten Ausschlägen : sie machten kaum ^% ^/a 
derselben aus. Dieser ünuitand ist der bedeutenden Schwere 
der Yon Herrn Franke und mir flQr das £deimann*8che 
Eleetrometer benutzten «Nadel* zuzuschreiben. Die davon ber- 
rfihrende kleine Empfindlichkeit des Edelroann'schen Electro- 
meters stellte aber für mich keinen Uebelstand dar, weil, wie 
oben erwähnt, das Mascart'sche Electrometer auch eiiK? kleine 
Empfindlichkeit besass, während die vom luductorium ge- 
lieferten Potentiale genügend hoch waren. 

Das Ton den Herren Cohn und Arous durch : 
bezeichnete Verhältniss (I. c, S. 16) erwies sich fttr meine 

Electrometer im Mittel gleich 2,80. 

Ich konnte die Kraftmessungsmethode nur fSr diejenigen 
Oele anwenden, yon denen mir hinreichend grosse Mengen 
(zur FfiUnng des FlOssigkeitselectrometers) zur Yerfftgung 
standen. 

Im Weiteren behalte ich das Zeichen 6 zur Bezeichnung 
der nach der Krat'tmessungsniethode bekouinienen Werthe 
von D. C.-en bei; die nach der Capacitätsmethode bekom- 
menen Werthe (welche, bei kleiner Ladungndauer, natürlich, 
illusorisch sind) werden durch D bezeichnet. 



1. Oleum Juuiperi e bacciä No. IV. 
Dicht. = 0,8G57 bei 19,5°C. 



Unterbrecher No. II: Wechaelstrommaachine: 



1- I y _ 1 _L — _L 

2 3860 2 1900 2 12 

i> = 2,19. i> = 2,45. D=2,54. 

6 
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Hetliode der Enftmewniig: 

'-2,29(1=315). 

Der von der Wechselstrommaschine gelieferte Werth ist 
bei diesem Oele schon bedeatend zu gross. 



U. Oleum Foeniculi rectif. No. IV. 
. Dicht » 0,9671 bei 
ünterbrechfir No. II: WeGhselstrommaschine: 

Methode der Knfbnemng: 



III. Oleom LaTendolae extrafin. No. III. 

Dicht. = 0,881 bei 20<'C. 
Unterbrecher No. II: 

Methode der Kraftmessung: 

Bei diesem Oele stimmen die nach beiden Methoden 
gefondenen Werthe befriedigend fiberein. Was die bedeu- 
tenderen AbweichuDgen derselben bei den ersten Gelen be- 
trifft, 80 können sie vielleicht von dem Unterschiede in der 

Laduiif^sHaner herrühren? Der Sinn dieser Abweichungen 
stellt !iiit dem S i n II e jener rnterschiede in keinem Wider- 
spruche. Die Möglichkeit einer derartigen Erklärung ist 
also nicht ausgeschlossen. 
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IV. Oleum Foeniciili rectif. No. III. 



Dicht. 0,9561 bei 20^*0. 



Unterbrecher; 



2 

1^ 
12 
1 

860 
1^ 
2400 
1 



D 



Wecbselstr.-Masch. 



17,7 



Unterbrecher No. Ii 



5,02 



4,44 



S800 • 



4,35 



(Mit diesem Oele wurde exae sehr grosse Anzahl Messand^n 
angestellt.) 

Eine asymptotische Annäherung der Werthe Ton D 
zu einer festen unteren Grenze tritt hier sehr deutlich hervor. 

Wenn wir es ferner als berechtigt betrachten, in den 
oben mitgetheilten kleinsten Werthen von D etwa den 
wahren D. C.-en nahe kommende Grössen zu vermuthen (die 
Controle durch die Kraftmessungsmethode scheint hiezu zu 
berechtigen) , dann können wir constatiren , dass bei den 
beiden oben angeführten Proben des .Oleum Foeniculi* die 
D. C.-en naheza gleich sind. Kur fiSr die grOsste Ladungs- 
dauer ist der Unterschied der Werthe von D sehr bedeutend, 
was auf eine merkliche Verschiedenheit des elektrischen 
Leitungsvermögens der beiden Proben hinzudeuten scheint. 
Wenn nun aber die waliren D. C.-en der beiden Proben 
wirklich nahezu einander gleich sind, dann gewährt die oben 
ausgesprochene Vermuthuug über die Ursache einer bedeu- 
tenderen Abweichung zwischen den nach Capacitäts- bezw. 
Kraftmessungsmethode für die D.O. des .Oleum Foenicnli 
No. IV gelieferten Werthen eine Bestätigung: in der That 
haben wir bei dem «Oleum Foeniculi No. III* anen Werth 
Ton D, welcher genau derselben Ladungsdauer entspricht. 
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wie der Werth v<»ii d heim „Oleum Foeniculi No. IV*; (he 
Ziisammenstelhiug der heiden VVertlie zeigt aher, dass zwischen 
ihnen nur ein 1,3 °/o-gro3ser Unterschied besteht: 



Ol. Poenic. r, No. IV: 



Ol. Foenic. r. No. III: 



' = (t = 2^) ^ - ii =«) 

V. Oleum Juuiperi e ligno No. I. 
Dicht. = 0,985 bei 19°C. 

Unierbreclier: D 

Wechselstrommasch. 29,1 



10 
1 

11,6 
12 



26,3 
20,7 



Unterbrecher No. I \. 15,9 



440 

Unterbrecher No. II 5,26 



VI. Oleum Jnniperi e ligno No. IL 
Dicht. « 0,939 bei 19<'C. 

Unterbrecher: D 

2 

Wechselstrommasch. 20 



9,6 
12 



9,8 



Unterbrecher No. I 7,23 



380 

Unterbrecher No. II 3,65 



"V 
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VII. Oleum Juniperi e ligno No. III. 
Dicbt. « 0,909 bei 19«C, 



Unterbrecher: -g- D 

Wecbselsfcrommasch. THnö 12,6 



12,3 

ünterbrecker No. I ~ 4,29 

Unterbrecher No. II 2,98 



YIIL Oleum Juniperi e ligno No. IV. 
Dichi » 0,973 bei lS,b^O. 



Unterbrecher: D 



Wechselstrom Qiasch. TTT ^^»^ 

12,4 

Unterbrecher No. I 5^ 18,3 

Unterbrecher No. II ^j^. 4,82 



Für alle 4 angefahrten Proben des Wachholderdls aus 
Holz ist die Drehung der Polarisationsebene yon Herrn 
R. Stein heil gemessen worden. 

Ich lasse eine Zusammenstellung der Werthe der D. C.-en 
dieser Oele mit den Grössen der ihnen zukommenden Dreh- 
ungen folgen. 
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Nommsrii 






i 

« . 




der Proben des 
WMhholdorSlB 


DC. 


Drehnngf 


Zähigkeit. 


aus Holz 










No. I . . . 


5,26 


kloin: 1,2'^ fiir das 
ganze Spoitrum 


0,985 


Am grösaten. 


No. 11 . , 


3,55 


35,200 für die Fraun- 
hofer'sche LiDie B 


0,939 


zwischen den den 
Nummern III und 
IV zukommenden. 


No.m . . 


2,98 


48,090 für die jß 
Linie 


0,909 


am kleinsten. 


No.IV . . 


4,82 


19,09« fax die B 
Linie 


0,973 


swiBchen d«i den 
Nnmmeml und II 
snkommenden. 



Die Grössen der Drehung (alle Proben links drehend) 
beziehen sich auf die 20 [cm] lange Flüssigkeitsäule. 

Die Zähigkeiten wurden nur qualitativ nach den Durch- 
flusszeiten durch ein und dasselbe Kohr geschätzt. 

Es lassen sich folgende Gesetzmässigkeiten für diese 
4 Oele gleichen Namens, aher yerschiedener Qualität, con- 
statiren: je grösser die D.C. ist, desto grösser sind auch 
Dichtigkeit und Zähigkeit, desto kleiner aher fSllt die Dreh- 
ung ans. Bei den Prohen No. II nnd No. III besteht sogar 
umgekehrte Proportionalität zwischen der D. C. und der Dreh- 
ung für die i?-Linie: 

43,09 : 35,29 = 1,221, während 3,55 : 2,98 = 1,219. 



Ich habe noch für manche andere ätherische Oele Ver- 
suche angestellt. Die Ergebnisse sind aber noch nicht aus- 
gerechnet worden. 

b) Alkohol. 

1. Eine der beiden untersuchten Proben wurde unter 
dem Titel „absoluter Alkohol" bezogen. Jedoch hat die 
Dichtigkeitsbestimmung für diese Probe ergeben: Dicht.» 
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0,797 bei 15*^0. Hieraus eri^ibt sich nach der „Alkoholo- 
raetrischen Tabelle" die Stärke des Alkohols gleich etwa 
99 V 

Ich theile die Werthe ^on Ä und a (s. oben), welche 
bei einer you zwei mit dieser Probe angestellten VexBnchs- 
reihen bekommen wurden, mit: 

Unterbrecher No. II. 
Capacit&Umetbode : 





2 ~ 3240 ^'^"^^ 




A 


a 




257,5 


219,8 


1,082 


265,9 


232,6 


1,069 


256,2 


224,1 


1,009 


271,9 


232,9 


1,080 


293,9 


267,5 


1,048 


291,2 


255,4 


1,068 


286,8 


249,1 


1,073 


343,5 


292 


1,084 


281,1 


253,3 


1,053 


278 


245,8 


1,063 


304 


264,9 


1,071 



Mittel (aus 11 Beobachtungen): YAiYci = 1,069 

Die zweite Reihe (nach einer neuen Füllung der Schicht 

No. 1) hat ergeben: V?:)/«» 1,071 (aus 10 B). 

Hauptmittel: T^Z: "(/a = 1,070. 
Die Formel (7) (Abschnitt B) ergibt also für diese Probe: 

Die Yon anderen Forschem gefundenen Werthe sind: 
<^»=26,5 (98<»/o) (Cohn und Arons); d»25,8 (»absolut", 
bei 14^G.) (Tereschin); <l=» 22,29 (Dicht 0,811 bei 
15*C.) (Donle). 
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II. Die andere Probe wurde unter dem Titel „OG'^fji'^er 
Alkohol" bezogen. Lange in grosser Vorrathsflasche des In- 
stituts gestanden. Unmittelbar vor den Versuchen wnrdiB 
Dichtigkeitsbestimmang ausgeffthrtL Aus dem Werthe der 
Dichtigkeit konnte geschlossen werden, dass zu den Ver- 
suchen nur etwa 93®(o starker Alkohol benutzt wurde. 

Unterbrecher No. II. 
GapacitHtsmetbode : 

Enftmeflsnnganiethode : 

Bei einem so wasserreichen Alkohole gibt also der Unter- 
brecher No. IT unter Anwendung der Capacitätsmethode noch 

zu grosse Werthe, D;i aber mein Unterbrecher No. II natür- 
lich kein letztes Wort der Technik darstellt, so wage ich 
zu verniuthen, dass mit einem noch bedeutend grösseren und 
(das ist die Hauptsache) noch mehrere Unterbrechungen 
bei einer Umdrehung gestattenden Unterbrecher viel- 
leicht sogar die D. G. des Wassers nach der Capacitäts- 
methode richtig bestimmt werden kann. 

Wie schon erwähnt, gibt der Unterbrecher No. II die 
besten Resultate, wenn seine Rotationsgeschwindigkeit in den 
Grenzen liegt, welche 10 und IG Umdrehungen in einer Se- 
cunde entsprechen. Bei grösseren Geschwindigkeiten werden 
nicht nur die Electrometernadelausschläge bedeutend unregel- 
Diässiger, sondern es wird auch eine sehr deutliche Zunahme 
der Werthe von D wahrgenommen. Bei manchen gut lei- 
tenden Flüssigkeiten habe ich sogar bei 41 Umdrehungen 
in einer Secunde Werthe von 2) gefunden, welche etwa 
doppelt so gross sind, wie diejenigen, welche den gün- 
stigsten Botationageschwindigkeiten entsprechen. Das deutet 
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offenl)ar auf ein hei trioss«Mi (leschwiiuligkeiten stattfindendes 
üeborspringen der Bürste hin. Die erwähnten Grenzen, 
innerhalb deren die günstigsten Geschwindigkeiten liegen, 
wurden aus sehr vielen Yersuclien bestimmt. 



Es mögen noch die Besultate einiger Controle- Versuche 
(mit zwei Fltissigkeiten) mitgetheilt werden. 

I. Die Schicht No. 1 ist mit Olivenöl, die Schicht No. 2 
mit Benzol gefüllt. Es ist also = 2,81 und dg = 2,11 
(s. oben), und der nach der Formel (5) berechnete Werth 
Yon VA : Va ist 

1,975; 

der beobachtete Werth aber desselben VerhftltnisBes betrug 

1,980. 

T 1 

(Unterbrecher No. II, ; bei Berechnung ist 

deshalb / = 0,63 angenommen). 

T 1 

IL Umgekehrte Füllung. Unterbr. No. II, — = 



2 2600' 

Es ist also di»2,ll und d, = 2,81; y^O.Qd. 

Ki:Vä(berechnet)=2,630;KZ:Kä(beobachtet) = 2,659. 

III. Die Schicht No. 1 enthält — «Oleum Lavendulae 

extraf. Nü. III"; die Schicht No. 2 — , Oleum Foeniculi rect. 

No. III». Unterbrecher No. II, -|- Es ist: 

y «= 0,63. 

VÄ iVa (berechnet) = 2,44; KZ:^ a (beobachtet) = 2,48. 



92 SHtiung der mafkrphfi, Chua« vom 3, MärM 1894, 

Um noch raschere, als die vom Unterbrecher No. II 
gelieferten, elektrische SchwingUDgen zu haben, habe ich 
▼ersucht, die bei EnÜadnngen toh Leydener Flaschen ent- 
stehenden OsciUationen bei meiner Methode anzuwenden. 
Leider aber ging es nicht: ans den grossen Werthen, 
welche dabei für die D.C.-en ätherischer Oele bekommen 
wurden, liess sich mit Sicherheit erkennen, dass für die 
Ladung des Doppelcondensators nicht die Entladungsoscil- 
lationen, sondern nur die eigenen elektrischen Schwingungen 
eines die Ladung der benutzten Leydener Flasche besorgenden 
Inductoriums maassgebend waren (es wurde nicht das oben 
erwähnte, sondern ein anderes Inductorium dazu benutzt; 
der primäre Strom wurde dabei auf übliche Weise auto- 
matisch unterbrochen). 
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Referat über eine Arbeit: 

Exacte Onmdlagen für eine Theorie der OTale. 

Von Hermann Brunn. 

Der Verfasser hat in seiner Doctordiasertation, betitelt: 
yOyale and Eiflächen" jene einfachen geometrischen Oestal- 
tangen in der Ebene und im Räume behandelt, welche tiber- 
all conTez nach aussen begrenzt sind. In jener Arbeit kam 
es ihm darauf an, zu zeigen, dass sich auch Aber derartige 
geometrische Gebilde von ungemein wenig speciali^irtem Bil- 
dungsgesetz eine Menge nicht ganz auf der Hand liegender 
Sätze aussagen lässt. Die (Trundlagen für seine Entwick- 
lungen entnahm er der Anschauung, und verzichtete bei den 
auf Seite 1 — 3 der Dissertation gegebenen Sätzen, auf wel- 
chen die folgenden sich aufbauen, in eine ausführliche Be- 
weisführung einzutreten. Es geschah dies indess nicht, weil 
er die genannten Satze eines Beweises nicht fUr föhig oder 
fSr bedürftig erachtet hStte. 

Gerade auf eine exacte Festlegung dieser Grundlagen 
für die Theorie der Eigebilde nun bezieht sich die gegen- 
wärtige Arbeit. Dass d-ds Thema nicht so einfach ist, als 
uns der Augenschein verleiten möchte anzunehmen, dürfte 
schon der Umstand beweisen, dass es dem Verfasser nicht 
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gelang, seine Anfgabe auf weniger als etwa fttnf Druck- 
bogen zn erledigen. 

Die Anrptjjung, auf diesen Gegenstand zurückzukommen, 
dessen Bearbeitung dem Verfasser lauge Zeit als eine un- 
dankbare erschien, schöpfte derselbe aus der Kenntnissnahnie 
von gleichgerichteten Bestrebungen des Herrn Prof. Min- 
kowski in Bonn (kttnfüg Königsberg). Minkowski hat 
bei Teabner^) die Voranzeige eines im Drucke befindliche 
Werkes betitelt , Geometrie der Zahlen' erseheinen lassen, 
in welchem eine unvermuthete und fruchtbare Verbindung 
zwi-chen der Zableiitheorie und der Geometrie der nirgends 
concav begrenzten Gebilde hergestellt werden und desswegen 
aach die Theorie der letzteren ausführlicher in analytischem 
Qewande bebandelt werden soll. Es kommt somit den £i- 
gebilden auch von anderem als rein geometrischem Stand- 
punkt eine gewisse Wichtigkeit zu, und dies hat den Ver- 
fasser ermuntert, seine Doctorarbeit in der oben angedeuteten 
Weise zu ergänzen. Die vorliegende Arbeit wird vermuth- 
lieb mit gewissen Capiteln des Minkowski-ehen Buches in 
der Materie die grösste Verwandtschaft haben, doch steht zu 
hoffen, dass bei der grossen Verschiedenheit der Behandlungs- 
methoden (analytisch und rein geometrisch), sowie des Aus- 
gangspunktes und des Zieles der Forschungen sich doch 
auch viele wesentliche und instruktive Abweichungen im Aus- 
bau ergeben werden. 

Die Untersuchung beschränkt sich auf die ebenen Oval- 
gebilde, auf deren Theorie sich diejenige der Eigebilde im 
Räume naturgemfiss zu stützen hat. 

Die Arbeit beginnt mit einem Abschnitt, der mit dem 
Namen »Seitenrechnung' betitelt ist. Es stellte sich n&m- 



Ij Jm Juni lö*J3 in den Anzeigen. Vgl. auch Balletin des Sc. 
math. 2. s^rie i. XVII janv. 1893 : Extrait d*nne lettre adreasee a M. 
Hermite, par If . H« Hinkowdn. 
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lieh heraus, dass bei Besprechung der Eigenschaften der Ovale 
die Hälften, in welche eine Ebene durch eine Gerade, eine 
Gerade durch einen Punkt zerlegt wird, eine fti.sfc bedeu- 
tendere KoUe spielen, als die vollständigen Gebilde, dass es 
fortvj^ährend galt, zwei „Seiten* zu unterscheiden. Um den 
auf Seiten bezüglichen Schlüssen eine handliche Form und 
Prädsion zu geben, wurden ein Symbol 8 für , Seite* und 
symbolische Oleichungen der Form 

Sa = Sb; c; d 
Sa = — Sb; c; d 

eingeführt. Die Bedeutung der ersten Gleichung ist, dass in- 
nerhalb einer getrennten Mannigfaltigkeit d die Elemente a, b 
auf der nämlichen, die der zweiten, dass sie auf Terschiedenen 
Smten der trennenden Mannigfaltigkeit e liegen. Es wurden 

die I3edingunf(en für die Anwendung der Seiten rechnung auf 
Gerade und Ebene untersucht, d. h. es wurde untersuclit, 
welcher Theil der Axiome für die Ebenengeonietrie bei der 
Seitenrechnung vorauszusetzen ist, resp. welche Fassung diese 
Axiome erhalten, wenn man den Seitenbegriff in den Vorder- 
grund drängt. 

Sodann war die Definition und Nomenclatur einer An- 
zahl nnerlässKcher OmndbegrifFe wieder mit steter Rücksicht 
auf den Seitenbegriff zu geben. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wurde das eigent- 
liche Thema mit der, wie der Verfasser glaubt, einfachsten 
Definition eines Ovals eröffnet, welche sich nicht auf das 
Oval als Curve, sondern als Flächenstück bezieht und aus- 
sagt, dass eine Gerade der Ebene des Ovals mit dem Oval 
höchstens ein Stück gemein hat. »Ein Stück", das soll 
heissen: einen Punkt, oder eine durch zwei Endpunkte be- 
grenzte gerade Strecke. Die Möglichkeit von „Figuren" 
dieser Eigenschaft liegt auf der Mand, es wurde speciell von 
der Dreiecksfläche bewiesen, dass sie dazu gehört. Im übrigen 
wurde über die Figuren, welche der Definition genügen, 
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keine weitere VorauaBetzung gemacht, aacli nichi ein Mal 

die, dass es sich um zusammenhiin^ende Eheuenstflcke mit 
Rand und Inhalt et«, handle, wie es in gegenwärtiger kurzer 
Darstellung nach obiger Krwühnung des Wortes , Flächen- 
stück " scheinen könnte. Im Gegentheil sucht die Arbeit ihr 
Verdienst eben darin, rein aus den Axiomen und der De- 
finition aUes andere abzoleiien und nicht zu poetuliren. 

Aus der Definition ergibt dch sofort, dass das, was 
Ovalen gemeinsam ist, wieder ein Oval sein muas. Es wird 
gezeigt, wie der Satz umzukehren ist, und ein Satz ttber 
„ Ovaldifferenzen * angeschlossen. Gerade Strecken zwischen 
Ovalpunkten gehören vollständig zAini Oval ; es sind dabei je 
nach der Art der Endpunkte verschiedene Fälle zu behan- 
deln (innere Punkte, Randpunkte). Es werden dann die 
Ovale in Beziehung gesetzt zu Strahleubüacbeln, deren Cen- 
trum innerhalb, auf dem Rande, oder ausserhalb des Ovals 
liegt. Es wird mittels innerer BQschel auf eine erste Art 
nnd Weise die Reihenfolge der Randpunkte des Ovals definirt. 
Die mit Figurpunkten belegten Geraden aus einem äussern 
oder Randpunkt fBllen einen und nur einen Ton zwei »an- 
gelehnten" ( leraden begrenzten Winkel. Die ])t'iden von jedem 
lUndpunkt ausgehenden Strahlen = Halbgeraden jener an- 
gelehnten Geraden, in deren Stralilwinkel die ganze Figur 
eingeschlossen liegt, werden Grcnzstrablen genannt, ihre 
Ebcistenz und Bestimmtheit ezact bewiesen. 

Eine längere Reihe von Paragraphen beschäftigt sich 
sodann mit dem Nachweise, dass die Gesammtheit der Oval- 
randpuukte die Natur eines stetigen geschlossenen Ourven- 
suges hat, eine Ovallinie bildet. Gerade hier ist Sorgfalt 
rothig, um Sätze, die man mit grosser Bereitwilligkeit un- 
bewiesen anzunehmen geneigt ist, strenge zu begründen. Es 
gibt für jeden Oviilrandpiuikt Nachbarrandpunkte, welche 
ihm beliebig nahe liegen. Bei dieser Gelegenheit wird der 
Begriff des , Näherungsbogens " für einen Cunrenpunkt a ein- 
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geföhrt. Ein Näherungsbogeii a b für a muss die Eigen- 
schaft haben, dass wenn c eiu beliebiger Punkt desselben 
isfc, alle zwischen a und c liegenden Bogenpunkte näher 
an a liegen als c. Um Ober das Zwischenliegen entscheiden 
zu kdnnen, mnss man natfirlich durch ein anderes Mittel, 
als die Entfernung ist, bereits .Qber die «Reihenfolge" der 
Punkte eine Entscheidung getroflFen, wie Kronecker sagt, 
,ein Fortgan gsprii IC ip" aufgestellt haben. Ein solches hat 
sieb für die Ovalrandpunkte oben mittels innerer Ötrahl- 
büschel auch bereits ergeben. Ks wird gezeigt, dass der 
ganze Ovalrand sich in eine endliche Anzahl aneinander- 
schlieasender Nähemngsbögen zerlegen und somit seine Punkte 
mittels des Fortgangsprincips der Entfernung sich in Reihen- 
folge setzen lassen, eine Reibenfolge, welche mit der vor- 
her gewonnenen Übereinstimmt. Schwierigkeit für die bei 
diesem Satz zunächst sich darliietcnde Beweismethode bot 
das m(')gliche Vorkommen gewisser iSteiieu, die als ,Eckeu 

^ ^* bezeichnet werden, übrigens an einem Oral höchstens 

viermal auftreten können. Die Schwierigkeit wurde schliess- 
lich mittels eines Satzes überwunden, welcher die Bedingung 
angibt, unter der ein Curvenbogen Näherungsbogen für seine 
beiden Endpunkte ist. Es werde gleich hier erwähnt, dass 
später mittels eines dritten Fortgangsprincipes — nämlich 
mittels einer parallel yerschobenen Qeraden — abermals die 
nämliche Reihenfolge der Ovalrandpunkte, zunächst auf einem 
Theilbogen erzielt wird. 

Die Haupteigenschaft der nun als stetige, geschlossene 
Gurren erkannten Oralränder besteht darin, dass sie mit 
Geraden ihrer Ebene höchstens zwei getrennte Punkte oder 
höchstens eine zusammenhängende Strecke gemein haben. 

Die Begriffe der angelehnten Geraden des Ovals und der 
Tangenten ihres Randes decken sich ihrem Umfange nach, 
was bei andern Arten ron Figuren nicht der Fall ist. Dabei 

1894. ]fatb.-ph7i. OL 1. 7 
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ist unter einer angeleimten Geraden eine solche zu verstehen, 
welche Uandpunkte des Ovals enthält und alle übiigen Oval- 
punkte auf einer Seite liegen hat, und die Tangente ist als 
Greozlage einer Secante zu definiren, auf der beide Schnitt- 
punkte als beweglich und gegen einen festen Punkt der Gurve 
hinrückend angenommen werden dfirfen, während man ge- 
wöhnlich nur den einen beweglich, den andern fest denkt. 
Wollte man dem Begriff der Tangente diese Weite nicht 
geben, so würden die angelehnten Geraden in den soge- 
nannten , Ecken" des Ovals nicht sämiutlich auch Tangenten 
sein, sondern diese Charakterisirung würde nur den beiden 
aussersten, auf welchen die Grenzstrahlen liegen, zukommen. 

Ein besonderer Theil der Arbeit befasst sich mit einer 
Reihe von Sätzen besflglich auf die Schnitte yon Grenz- 
strahlen, Tangenten und Secanten untereinander, welche 
sich, abgesehen von ihrem selbsiSndigen Interesse, für das 
Folgende als nothwendig erweisen. Es handelt sich nicht 
um die Thatsache, dass die Tangenten etc. sich schneiden, 
sondern darum, welche Hälften derselben sich schneiden, 
und ist daher in diesem Theile der Arbeit die ausgedehnteste 
Anwendung von der Seitenrechnung zu machen. Die beiden 
Hälften einer Tangente werden als erste und zweite unter- 
schieden mittels eines von fester An&ngslage ausgehenden, 
um einen inneren 0?alpunkt in bestimmtem Sinne a sich 
drehenden Strahles, welcher die .erste" Hälfte einer Tan- 
gente auf seinem Wege vor Erreichung des Berfihrpunktes, 
die „zweite* nach dem Passiren desselben überstreicht. Nur 
für die Tangente des Ausgangspunktes dreht sich die Be- 
ziehung um. Einer der hauptsächlichsten Hilfssätze sei zur 
Charakterisirung hier angeführt; bind c und d zwei Punkte 
anf einer der beiden Hälften eines Ovalrandes, in welche 
derselbe zerlegt wird durch die Berührungspunkte zweier 
parallelen Tangenten, und geht im Sinne a genommen der 
Punkt e dem Punkt d voraus, so schneidet der zweite Grenz- 
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strahl aas c den ersten ans während sich der erste Grenz- 
strahl aus c und. der zweite aus d, oder auch gleichbenannte 
Qreuzstrahlen ans e und d nicht schneiden. 

Man gelangt zu dem Satze, dass es flGir die Feststellung 
der Reihenfolge der Tangenten gleichgültig ist, ob man die 
Reihenfolge ihrer Berfihrongspunkte auf sie Überträgt oder 
die Reihenfolge der Strahlen eines Büschels (mittels Paral- 
lelität) auf die „ersten" oder „zweiten" Hälften der Tangenten. 
Nur lässt das eine Fortgangsprincip unter Umständen die 
Reihenfolge eines Theiles der Tangenten unbestimmt und 
wilikOrlich, während das andere dieselbe eindeutig bestimmt 
Die Totalkrflmmung eines Ovalrandbogens ergibt sich dem- 
nach stets grösser als die eines Theiles von ihm, die Ge- 
sammtinrQmmung des Randes natürlich zu 2;r. 

Es werden dann weiter die an einem Ovalrand mög- 
licherweise vorkommenden Singularitäten: Ecken und gerade 
Stellen besprochen. Ecken sind solche Randpunkte, deren 
Grenzstrahlen einen Winkel < n miteinander einschliessen. 
Die Grösse einer £cke soll jedoch durch den Ergänzungs- 
winkel dieses Winkels gemessen werden. Ecken, deren 
Grosse über einer endlichen Grenze bleibt, gibt es an einem 
Oralrand nur in endlicher Anzahl. Dies schliesst nicht aus, 
dass die Anzalil der endlich grossen Ecken an einem Oval- 
rand über jede Zahl hinaus wächst, was nur eine geometrische 
Einkleidung der Thatsache ist, dass die Summe endlicher 
Grossen, deren Anzahl über jede Zahl hinauswächst, eine 
gewisse endliche Zahl nicht zu übersteigen braucht. Es gibt 
OTale mit Rändern, von denen man kein noch so kleines 
Stock angeben kann, auf dem nicht Ecken endlicher Grösse 
enthalten wären. Es wird ein Beispiel eines solchen 0?ales 
construirt, es werden die dualen Betrachtungen angedeutet, 
bei denen statt der Ecken gerade Strecken des Ovalrandes 
eintreten, und die genauere Diseussion dieser nicht uninteres- 
santen CuTYen einem anderen Orte vorbehalten. Das Gesagte 

7* 
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ISsst ermessen, welche Hindernisse der allgemeinen Formu- 
lirung des Krümmungsmasses für Ovalränder in den Weg 
treten. Man hat bei einem allgemeiD definirten Oval keine 
Garantie dafür, dass das KrfimninngsmaaB in einem Rand- 
pnnkt nicht eine Tollkommen anstetige Function der Lage 
des Bandpunktes ist. 

Wesentlich andere Singularitäten ergeben sich auf Oval- 
rändern als ausgeschlossen, insbesondere eigentliche Doppel- 
punkte, Wendepunkte, Rückkehrpunkte, Doppeltangenten. 
Nur jene Ausartungen eines Qvals, für welche auch sonst 
die gegebenen Sätze nnr cum grano salis zu yerstehen sind: 
der einzelne Punkt und die einzelne gerade Strecke, nehmen 
auch hier eine gewisse Ausnahmestellung ein. 

Bisher ist die Orallinie nnr als Band eines sogenannten 
„vollen" Ovals, d. Ii. eines Flächenstückes von gewissen 
Eigenschaften definirt. Es ist erwünscht durch Umkehr 
früherer Sätze unabhängige Definitionen für die Ovalcurven 
zu erhalten. Bei dem hierauf gerichteten Bestreben ergeben 
sich Sätze wie die folgenden: 

Eine im Endlichen liegende, stetige, geschlossene Gurve 
aus einem Zug, die mit einer Geraden höchstens 2 Punkte 
oder höchstens eine gerade Strecke gemein hat, ist stets Be- 
randung eines vollen Ovals. 

Oder: 

Eine im Endlichen liegende etc. etc. Curve, welche in 
jedem Punkt angelehnte Gerade aufweist, ist ein Ovalrand. 

Nur für den Fall, dass man unter die obigen geschlos» 
senen GurvenzQge auch gewisse Doppelcurren (uneigentlich 
geschlossene) einschliesst, muss den Sätzen eine CUusel an- 
gehängt werden. 

Schliesslich werden sorgfältig ausgeführte Beweise dafür 
erbracht, dass jede Ovallinie eine bestimmte Länge, jedes 
volle Oval einen bestimmten Inhalt hat. Um die Noth- 
wendigkeit dieser Beweise einzusehen, muss nochmals darauf 
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hin Sfe wiesen werden, dass wir nichts nns als <^f'ge})en be- 
trachten wolleiit als die Axiome, die OvaUDetinition und das, 
was wir daraus abgeleitet haben, dass wir dag^en, was die 
Anschauung ans darbietet, mag es noch so plausibel er- 
scheinen, nicht ungeprflft annehmen dürfen. Wir mfissen 
diese Strenge der Anfbssung innehalten, wenn wir wflnschen, 
dass onseren geometrischen Sfttzen auch ein fnnctiontheore- 
tischer Werth zukomme. Machen wir uns aber diese Auf- 
fassung 7A1 eigen, so erscheint es eher wunderbar, als selbst- 
verständlich, dass aus jener einfachen Definition des Ovals 
die ziemlich verwickelten Bedingungen folgen, welche das 
Vorhandensein einer mathematisch wohldefinirten Länge und 
eines wohldefinirten Inhaltes gewährleisten. Es ist die an- 
gewandte Vorsicht auch in Anbetracht der Erfahrung nöthig, 
dass es z. B. wirklich Gar7en gibt von scheinbar ein&chem 
Verlauf, welche doch keine bestimmte Lange besitzen. Wir 
mfissen, um beruhigt mit Ovalen operiren zu können, die 
absolute Sicherheit gewinnen, dass keine bisher unbemerkten 
die Allgemeinheit der aus der Anschauung geschöpften Sätze 
störenden Einzelfälle möglich sind. 

Auf das Detail der Beweise kann hier nicht eingegangen 
werden. 

Ein Satz über Eiflächen. 

Im AnschlosB an das Vorstehende sei es gestattet, einen 
Hauptsatz ans des Verfassers Doctorarbeit gegen etwaige 
Eiinwendungen sieherzustellen. Derselbe lautet (Ov. u Eifl. 

S. 23): 

1. „In einer Eifläche findet sich unter einer 
Schaar von parallelen ebenen Schnitten ein und 
nur ein Maximum an Inhalt, das entweder durch 
eine Schnittfignr oder durch eine stetige Folge 
congruenter Schnittfigaren gebildet ist, die einen 
Cylindertheil bilden. 
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Der Beweis des ersten Theiles des Satees iSsst sich, ohne 

dass er im wesentlichen irgendwie geändert würde, vermittels 
der im vorausgehenden Referate beschriebenen Untersuchungen 
schärfer präcisiren. Bezüglich der letzten Behauptung des 
Satzes, dass ein Cylindertheil entsteht, hat mich Herr Pro- 
fessor Minkowski aufmerksam gemacht, dass die in meiner 
Doetorarheit (III, 9, 10) gegebenen Andeutungen des Beweises 
in Anbetracht einer auftretenden Schwierigkeit doeh gar zu 
dOrftig sind. Es möge dem Verfasser gestattet sein, diese 
Lücke hier auszufüllen. 

2. Satz: 

Wenn eine Eifläche drei ebene Parallelschnitte 
9, 9, <S von gleichem Inhalt d aufweist, so sind diese 
Schnitte von congrnenter Form, fthnlich gelegen 
und die Begrenzung yon d zwischen den Ebenen 
der beiden Süssem Schnitte d ist ein Oylinder- 
manteltheil. 

Beweis. 

3. Voraus schicken wir als Hilfssatz: An einem von 
zwei Rechtecken gleichen Inhalts i als Deckfl&chen 
begrenzten «Obelisken* ist der Inhalt m eines paral- 
lel zu den Deckflftchen geführten ebenen Schnittes 

A grösser als i, gleich nur dann, wenn die Deck- 
rechtecke congruent sind, s. Ov. u. Eifl. S. 23. Es 
folgt aus den dort gegebeneu Formeln 

a; (it + ;t' = l) (0<;i<l) 

a und a sind die Längen der Seiten des einen Deck- 
Rechtecks, b und V die Längen der resp. parallelen 
Seiten des andern. 

4. Den EiflSchensehnitt 8 zerlegen wir nun durch paral- 
lele Gerade A^^ A^, A.^ . . . An der Richtung q in Streifen, 
ebenso durch die Geraden jB^, B^ , . . Bn% d durch C^, 
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O, . . . Cn ; alle diese Greraden seien ebenfalls von der Rieh- 

tung Q. Af^, Bq^ speciell seien die Tangenten (ange- 
lehnten Geraden) der Richtung q der Schnittovale auf der 
linken, An^ Bn^ Cn die desgleichen auf der rechten Seite, und 
die Geraden sollen yon links nach rechts nach Angahe ihrer 
Indices aufeinander folgen. Der Inhalt eines Ovalstreifens 
xwischen zwei aufeinander folgenden Parallelgeraden werde 
durch die in runde Klammer gesetzten Buchstaben der Ge- 
raden ausgedrückt und es sei die Eintheilung von 91 und (S 
80 getroffen, dass 

+ 1) = (CV Cy + 1) y = 0, 1 . . . n — 1 

Bv sei die durch die Verbindungsebene von Av und Cv 
in der Ebene von S ausgeschnittene Gerade. Wir nennen 
die Streifen (Ay Ai ^ i), (Bi' By -f i), (Ci- (\' -\. i) entspre- 
chende. Im folgenden werden an Stelle der Streifen Recht- 
ecke treten zwischen den nämlichen Parallelgeraden, welche 
wir durch die in eckige Klammer gesetzten Buchstaben der 
Geraden ausdrficken. Die auf den Geraden 0 liegen- 

den Seiten dieser Rechtecke nennen wir die .Langseiten'; 
die andern, die .Schmalseiten* gehen Ton den Endpunkten 
der Ovalsebnen auf Ay^ Bf, Gv ans nach rechts. Beim 
Beweis vom Inhalt der Ovale ist vom \"erfasser gezeigt, dass 
bei genügend enger Annahme der (leraden A die Summe 
der Rechtecke einer festen Grö.sse, dem Inhalte ^, beliebig 
nahe kommt. Es fragt sich nun, ob sich die Theilung von 
% so annehmen lässt, dass auch die davon abhängigen Thei- 
lungen Ton ^ und IS unseren Wünschen entsprechend eng 
genug werden, d. h. dass zu gleicher Zeit 

n-l n-l 

0 0 

n-l 

0 
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wird. In der That ist dies möglich und lissb neb beweiseii 

auf (irund folgender Thatsachen : 

a) VV'enn 91 kein entartetes Oval ist, so sind auch und 
@ eigentliche Ovale und es hat in ihnen jede von einer 
Tangente wenn auch noch so wenig entfernte parallele 
Sehne endliche Länge. 

b) Bei genfigender Annäherung einer parallelen Sehne an 
eine Tangente wird der zwischen beiden enthaltene 
OTalstreifen beliebig klein seinem Inhalte nach. 

c) Es ist ni()olich, durch genügende Annäherung von A^^ 
und Aq die Entfernungen von Aq und A^, Cq und 

zu gleicher Zeit unter eine beliebig kleine Grösse 
berabzudnicken, zufrleich auch die Entfernung von 
und weil sie linear yon jenen abhängt. Analoges 
gilt von An^iAn, CiCLi J?»-i A. 

d) Die Breite eines Rechtechs mit noch so kurzer, con- 
stanter Langseite, das einem gegebenen flächengleich 
ist, wird beliebig klein, wenn nur das gegebene Recht- 
eck genügend klein an Inhalt ist. (In Anwendung zu 
bringen für die mittleren iSeiten.) 

5. Wir beweisen weiterhin: Die Sehnen auf Am und 
Cif sind längengleich. 

Denn nehmen wir ein Mal an: 

Äfi ÖfA =^ df,\ d^>0.^) 

a^i, Cfi seien die obern, yu die untern Endpunkte der 
resp. Sehnen Au, Cfi^ und sei 0 </ti<». Irgend ein rechts 
(oder links) von Afi in endlicher Entfernung innerhalb 9 ge- 
legener Punkt heisse die von C/» und fi», nach rechts (oder 
links) ziehenden Grenzstrahlen seien Üfi und i^. Man lege 
Ebene (S auf Bbene % Oerade C/t auf Oerade Afi und zwar so, 
dass die Sirecke C/t ganz innerhalb der Strecke üfA a^i liegt, 

1) Aji , Cfi bezeichnen jetzt kurz die Sehnenlängen. 
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-/fx zwischen c^i und a^*, so dass auCfi^ ciu'/fi von Null ver- 
schieden sind. Daun müssen auch CuS und Yf^o endlich sein, 
wo 5, ü die res}), zweiten Schnittpunkte von C/« , TJt mit dem 
Rande des Dreiecks a^ipa^ sind, welches sich innerhalb % 
befindet. Es sei die Gerade Q || und 

8i ^ 8a ^ 8Cf,\ 
dann liegen ersichilich alle zwisehen Cfi nnd G parallel 
zu 6/t gezogenen (E- Sehnen innerlialb sind also kleiner 
wie die entsprechenden ?l-Sphnen und zwar wird der Unter- 
schied entsprechender Sehnen in diesem Intervall über einer 
von den übrigen Daten der Figur abhängigen angebbaren 
endlichen Grenze J bleiben. Bs ist erlaubt, die Theilung 
80 eng anzunehmen, dass sowohl Ä^^^u ftls O^+i in das 
Intervall CfiG fallen. 

Wir verdichten die Theilnng der Streifen {AfiAn^i) 
und (Cf4, Cfi 4- 1) durch Einschiebung der Geraden 

-^iM,!» -4;*,a .... Äft^q 

Cft^u Gft,t • . • . C;i,«u. der «entsprechenden*^) 
S/i^if Sf^^2 * • • . Sft^q in 9 ond setzen 

J^o = -4^ ; Afi, ^ Afi^i; C/i. 0 = OjM etc. 

Die Entfernung von Aft^x und Afi y.^i kürzen wir durch 
Cfi^Mj welches somit die Länge einer Uechteckschmalseite ist. 
Nun ist 

— ^ (T^ • 

nach 3. Bedenkt man, dass Afi,x — Cit,x > ^, und setzt 
den grössten Werth unter den Cfi,x gleich C, so kommt: 

Bfi,x > ^ 77. €fi,x und J^fi,x > ÄA' -j^ ]2 e/tfX 

1) Die unter 4. featgeaetste Art der Abhängigkeit «wischen den 
Geraden, welche mittel« der Buchstaben C, S beseichnet werden, 
aoU anch ffir die neuen Geraden gelten. 
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oder 2] ^'«'* > Ai.' ^. c « iT 

wenn e die Entfernung von Afi und Afi^i bedeutet. Die 
rechts stehende Grosse K in der Ungleichung ist nun ganz 
unabhängig von dem Grad der Enge der Theilung zwischen 
Afi und Afi^i, 

Da weiter, nach dem Hilfsatz, die (Ibrigen ausserhalb 
des bisher betrachteten Intervalls -\- l) gelegenen Recht- 
ecke [BvBv^]] niemals kleiner sind aU die entsprechenden 
[^v -^4^4- 1], so gilt für jede noch so weit getriebene Thei- 
lung, sobald die Afix schon vorliegen, und die Geraden 
wieder durchlaufend mit einem Index bezeichnet werden: 

im Widerspruch zu der aus 4. folgenden Ungleichung: 

^ [By J?v+ i] - ^ [Ar Ar + il < 2« 

welche für beliebig klein gegebenes e (also auch fttr 2s 
gelten soll bei genttgend enger Theilung. 

Auf solchen Widerspruch fdhrt uns die Annahme, A/» 
und 0|i seien Terschieden, also muss 

sein. q. e. d. 

Eine Ergänzung bedarf der Beweis fär den Fall, dass 
fA gleich 0 oder n gesetzt wird. Dann und nur dann können 
Cfi und F/i in die Richtung von Qt selbst fallen. In diesem 
Falle bestimme man auf dem OTalrande, doch nicht auf 
CfiyJ^^ zwei Punkte c\ y innerhalb von Kreisen, die mit 

Radius um resp. geschlagen sind. « sei jedenfalls 

kleiner als die endlichen Sehnen der Ton Cft , yft ausgehenden 

Näherungsbögen. Dann lege man 31 und (5 wie oben auf- 
einander und maclie c auch noch kleiner als die endlichen 
Entfernungen der Punkte C/*, y/» von den Geraden Onp^ a„p 
resp, wobei p wieder einen inneren Punkt von % bedeutet. 
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II Cq werde so nahe an 6^^ gerückt, dass beide kleinen 
Kreise um Cq, Yq geschnitten werden (resp. 6'«_i so nahe 
an Cn etc.). Dann enden die Sehnen Cq und C,, sowie alle 
dazwischen liegenden parallelen Sehnen Yon innerhalb der 
Kreise und sind kleiner als die entsprechenden Sehnen von 
% (Analoges gilt bei OLi Cn^i) um eine Difierens, welche 
Uber einer angebbaren endlichen Grösse bleibt Von hier 
ans Yollraeht sich der Beweis genau wie Torher. 

Unser bisheriges Resultat können wir so formen : 
Schneiden die parallelen Sehnen A^t^ Cfi von 3(, 
(5 resp. Stücke gleichen Inhalts ab, welche auf einer 
Seite der Ebene AftC/* liegen^ so ist ihre Länge 
gleich. 

Hieraus folgt weiter: 

6. Die Entfernnng von und Afi ist gleich der 
▼on und O/». 

Man findet nämlich, dass bei genügend enger Theilung 
die Inhalte und damit die vSchmalseiten zweier entsprechenden 
Rechtecke sich nur noch um einen beliebig kleinen Bruch- 
theil ihrer Grösse unterscheiden. Daher wird sich auch die 
Snmme der Schmalseiten der Rechtecke zwischen Äq und 
A/t Yon der entsprechenden Summe zwischen und Cfi bei 
genügend enger Theilung beliebig wenig unterscheiden, d. h. 
die beiden Summen mfissen dann, weil constante Grössen, 
gleich sein. 

7. Aus dem bisher Bewiesenen ergibt sich zwar noch 
nicht die Congruenz von 31 und aber doch so viel, dass 
(^ aus % durch eine Transformation heryorgeht, bei welcher 
die Sehnen der Richtmig q von t, in ihren Geraden ohne Aen- 
dernng der Lange verschoben werden. Die völlige Willkfir- 
lichkeit der Richtung q zieht die Oongruenz von 9 und 
indees nothwendig nach sich, wie wir sehen werden. 

8. Die Entsprechung zwischen den Sehnen Af^^ Cfi zieht 
eine Entsprechung der Endpunkte afi,Cfi einer-, andrer- 
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seits nach sich. Bedenkt man noch, dass ä^ciQ und 
«TOf^ und CnYn congruent sind, so erkennt man, wie die 
Ränder Yon K und für jede Richtung g der 9 und <S 
Punkt für Punkt aufeinander in bestimmter Weise beziehbar 
sind. Die geraden Strecken zwischen entsprechenden Rand- 
punkten von % und (S bilden ein Stück Wt einer RegelflSche, 
welches ganz innerhalb oder höchstens auf der Fläche (5 
selbst li»'gt; es liegt also auch die Schnittfigur @ der Ebene 
von ® mit SQ? völlig innerhalb ® oder reicht wenigstens 
nicht über dessen Rand hinaus. 

Somit ist Inhalt yon @ kleiner höchstens gleich 0, letz- 
teres nur, wenn €S und 9 identisch sind. Zugleich ist aber 
nach 1. Inhalt von ® grösser höchstens gleich 3.*) Inhalt 

© kann daher nur gleich 0, und <B mu?s mit identisch 
sein. Auf j<?der erzeugenden Strecke von 9J? liegt daher 
ausser einem Punkte a^, resp, und einem Punkte c^, resp. 
yfi ein dritter Punkt bpt^ resp. der Fläche (S, woraus fcilgt, 
dass diese Strecken vollständig anf (S liegen, ^ ein Theil 
Ton (S ist. 

9. Unser Beweis wird nun vollendet: 

a) Durch Verwendung der Maximalsehne bestimm- 
ter Richtung in den Ovalen; 

b) Durch Benutzung der Thatsache, dass gewisse 
Theile der Eifläche, resp. der Ovale, welche 
durch Abschneiden mittels Gerader und Ebenen 
entstehen, die nämlichen Eigenschaften haben 
müssen, wie die ganzen Ovalgebilde* 

10. Hilfsatz. Die Sehnen a^a» undCod» müssen pa- 
rallel und gleichlang sein. 



1) Denn die Annahme, dass zwischen zwei gleich grossen Pa- 
rallelschnitten von (S ein kleinerer Parallelschnitt sich befinde, ist 
mit dem Vorhandensein nur eines Maximnms nnvertrftglich. 
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Aus G. folgt: 

Entfernuog (^o-^) Entfernung (C^C») 

0» «» = Cn fn 

Maximalsehne d. Riebt, (a^) in SC Max.-S. d. Uicht. (aoO») in % 

Weiter: 

Wenn eine Folge von Maximalsehnen der Richtung 
O^O» in % ein Parallelogramm bildet, 5^0 müssen die Maxinial- 
sehnen der n&mlichen Richtung in ^ ein congnientes Paral- 
lelogramm erfüllen, da hier wie dort Gerade Ton gleicher 
Lange zwiwhen parallelen angelehnten Geraden gleicher Ent- 
fernung eingespannt werden, also hier wie dort gleiche 
Neigung gegen letztere haben , und hier wio dort wegen 5. 
und 6. die erste von der letzten Maxiinalseliiic den näm- 
lichen Abstand bat. Analoges gilt bei Vertauschung der 
Rollen von 9[ nnd 

Wir dfirfen ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
unserer Annahmen die Bezeichnungen so vertheilt voraus- 
setzen, dass: 

Ootto^OMOw also auch ^U^^y*> 

Man bringe nun durch Parallel Verschiebung mit Tq, 
ttj mit und dadurch An mit 0« zur Deckung. Würden 
hierauf a« und nicht aufeinanderfallen, sondern ein Punkt 
«unter' den andern — z. B. c» unter a» — so würde entgegen 
erwiesener Thatsache ein Parallelogramm Ton Maximalsehnen 
des einen Ovals im andern kein congruentes Analogen finden 
können — z. B. das Parallelogramm mit den Ecken ctq, Oq, 
kein Analogen in S — folglich müssen nach der Parallel- 
verscbiebung auch a» und c„ sich decken. Also ist a^ün 
c^c^ Der Beweis ist auch für den Fall gültig, dass in 
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den Ovalen nur eine emsige Maxunabeline der betrachteten 

Richtung existirt. Analoges wie f&r a^, a«, r^, c» gilt für 

«01 ^0' y»- 

Zurück zum Beweise des Hauptsatzes ! (s. Fig. 1 und 2) 




Fig. 1. Fi«. 2. 

Die angelehnten Geraden von ^ und (5, welclie den Sehnen 
ttf^an nnd c« parallel sind und deren Berülirpunkte zu den a 
und c, nicht zu den a und y gehören, sollen resp. T« und heis- 
sen. Nach 6. ist die Entferniinf^ von Ta und ä^cü gleich der 
von Te und e^. Wir betrachten jetzt für die Ebene H die 
Geraden und 2*«, für <S die Geraden 0^ und T« als Axen 
(X und Y resp.) eartesischer Coordinaten8;)^me und nennen 
Punkte nnd Figuren in beiden Ebenen entsprechend, wenn 
sie die nämlichen Grössen zu resp. Coordinaten haben. 

Es werde nun in zu Aq irgend eine parallele Sehne 
Vq gezogen, in @ die entsprechende W^. Die zu den a ge- 
hörigen Endpunkte mögen resp. v^, Wq heissen. Von 
ziehe man dann eine Sehne parallel 2^«, deren anderer 
Endpunkt heisse nnd durch diesen wieder eine Sehne 
Vm parallel Vq. In (S ziehe man an V» die entsprechende 
Sehne TT», deren zn den e gehöriger Endpunkt Wn heiase. 

Der zwischen 51 und S liegende Theil der „vollen" Ei- 
fiäche @ ist seitlich durch ein KegelHächenstück 201 begrenzt 
nnd bildet selber eine volle Eiflache 0. Die Ebenen {V^ 
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und (F» Wn) schneiden von 0 gewisse Theile ab, ebenso von 
31 und (5, aber das übrigbleibende ist wieder eine Eifläche 
@ mit Deckovalen 92 und U; der Mifctelschnitt 9 von $ wird 
zu einem Mittekchnilt X toq ® zngestutzl;, der ebenfalls ein 
Oval ist und den nämlichen Inhalt erhält wie die gleichen 
Ovale 9t nnd U. Folgt alles aus den Torhergehenden Sätzen. 
Wir können daher auf @ trad % U die nämlichen Schlüsse 
anwenden wie auf (S und 21, (5, erhalten also durch Anwen- 
dung unseres letzten Hilfsatzes: v^v^ ist gleich und parallel 
zu w^Wn* Ausserdem ist uacb 6. 

Bntf. (Ta, t5^) Entf. (T^ w^tö^ und nach- 
dem schon Bntf. (F^ ^o) = Bntf. (W^ G^) 

Entf. (F„^o) = E»itf. (WnC^ 

ist, so erkennt man leicht, dass t^o und Wq, Vn und Wn für 
beide Goordinatensysteme entsprechende Punkte sind, 
und waren aber ganz beliebig, und was auf Seite der a 
gilt, gilt analog auf Seite der a, daher stellen sich die Orale 
Sl nnd (S als entsprechende Figuren beider Coordinaten- 
^teme und als congruent heraus, q. e. d. 

Im Austausch gegen meinen Beweis hat mir Herr Pro- 
fessor Minkowski einen analytischen Beweis des nämlichen 
Satzes roitgefcheilt, der sich auch auf Gebilde Yon mehr als 
drei Dimensionen erstreckt. 



Sitzuugsbericlite 

der 

kOnigl. bayer. Akademie der Wissenschaften. 



Oeffentliche Sitzung 

zur Feier des 135. Stiftnngstages 
am 26. März 1894. 

Der Ckssensecretär Herr C. v. Voit gedachte der seit 
dem vorigen Stiftungstage gestorbenen Mitglieder. 

Die mathematisch - physikalische Olasse hat im yer- 

flosseiH'ii Jahre zwei einlieiniitiche Mitglieder durch den Tod 
verlüren, das ordcjitliche Miti^lied Johann Bauschinger 
und das ausserordentliche Mitglied A dolf Öteinheil. Dann 
acht auswärtige und correspondirende Mitglieder: die Mathe- 
matiker Ernst Eduard Kummer in Berlin und Moritz 
Abraham Stern in Gdttingen; die Physiker John Tyndall 
in London und Heinrich Rudolf Hertz in Bonn; die Zoo- 
logen Alexander Theodor von Middendorff in St. Peters- 
burg und Peter J. yan Beneden in Löwen; den Botaniker 
Alphonse de Candolle in Genf und den Geologen Arcau- 
gelo Scacchi in Neapel, 

1894. Matb.-pbys. Cl. 2. 8 
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Johann Bauscliiuger. 

Am 25. November 1893 starb im 59. Lebensjahre das 
ordentliche Mitglied der Glasse, Johann Banschinger, Pro- 
fessor der technisehen Mechanik nnd graphischen Statik an 

der hiesigen technischen Hochschule, nachdem er nur ein 
Jahr lang unserer Akademie angehört liatte. Er hat in der 
Stille der Arbeitsstube und des Laboratoriums als ein eclitor, 
sein ganzes Leben der Wissensehaft dienender Gelehrter eine 
Reihe wichtiger Arbeiten auf dein Gebiete der Wärmelehre 
nnd der Festigkeitslehre ansgeführt nnd sich dadurch einen 
bedeutenden Namen gemacht. 

Bauschinger wurde am 11. Juni 1834 zu Nürnberg ge- 
boren. Das Geschick hatte ihn in ärmliche Verhältnisse ge- 
setzt, aber ihm dafür mancherlei Fähigkeiten mit auf den 
Weg gegeben. Der Vater war ein einfacher Handwerker, 
der eine zahlreiche Familie zn ernähren hatte; es muss schon 
in dem Knaben ein hohes Maass von Energie und sittlichem 
Emst, die ihm stets ssu eigen geblieben sind, gewohnt haben, 
denn bereits im Alter yon 14 Jahren erwarb er sich durch 
Stundengeben die Mittel zum Lebensunterhalt. Er liess sich 
durch Entbeliriingen und Hindernisse nicht abschrecken, 
sondern geAVÖhnte sich, nicht in äusserlichon Vergnügungen, 
sondern in dem Streben nach Höherem seine Freude zu 
suchen. Der ganz auf seine eigene Kraft Angewiesene em- 
pfand aber auch bald den Segen, der in der Arbeit ruht. 

Frfihe zeigte sich in ihm eine besondere Begabung und 
Neigung för die mathematischen Naturwissenschaften; er 
besuchte in seiner Vaterstadt die (Gewerbeschule und dann 
die polyteclinische Schule mit gru.ssem Erfolge, .so dass er 
im Jahre 1853 das Absolutorium der letzteren mit Aus- 
zeichnung bestand und nebenbei gleichzeitig auch das der 
Lateinschule* 
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Es war yon Anfang an der Wunsch Banscbinger^s sieh 

dem Lehrfach der Mutheniutik und i'hysik zu widmen; er 
trat dalier an die hiesige Universität über, woselbst er als 
^Techniker" die kleine Matrikel erhalten hatte und siehen 
Semester verhlieh. Zunächst wurde er hier mit dem her- 
vorragenden Physiker Simon Ohm, der leider schon im 
Jahre 1854 starb, näher bekannt; er schätzte denselben als 
Lehrer ausserordentlich hoch, da er ihm in seiner Ausbil- 
dung viel verdankte und in ihm einen stets hilfsbereiten 
Berather fand. Er hörte nicht nur seine Vorlesungen über 
Experimentalphysik und die physikalischen Uebungen, son- 
dern durfte auch an den bekannten abendlichen Zusammen- 
künften in dem Franziskanerkeller Theil nehmen, wobei 
physikalische Fragen zu ernster Besprechung kamen. Ausser- 
dem gelang es dem strebsamen, den Namen eines Studenten 
mit Becht tragenden Jünglings, in der Sternwarte in Bogen- 
hausen, deren Vorstand Lamont war, auf Empfehlung Ohm^s, 
Aufnahme zu finden; er konnte sich daselbst in theoretischer 
und praktischer Astronomie sowie in höherer Mechanik aus- 
bilden, besonders al)er auch in der Behandlung und Beob- 
achtung mit magnetischen, elektri.^chen und meteorologischen 
Instrumenten, was für ilin später von grossem Vortheil war. 

Im Jahre 1856 machte er die Lehramtsprüfung für 
Mathematik und Physik mit und bestand sie mit der ersten 
Note, worauf ^ alsbald als Aushiifslehrer für Physik und 
darstellende Geometrie an der polytechnischen Schule in 
Augsburg Verwendung fand. Ein Jahr darauf wurde er ab 
Lehrer der Mathematik und Physik an der Gewerbeschule 
in Fürth angestellt, woselbst er neun Jahre zubrachte. Hier 
begannen neben einer angestrengten Lelirthätigkeit die ersten 
wissenschaftlichen Arbeiten Bauschinger's; der Tag war durch 
die Schule in Anspruch genommen, ein Theil der Nacht 
dem Studium und den Versuchen gewidmet. Diese seine 
Arbeiten lenkten die Aufmerksamkeit der Kreise der Wissen- 
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scb&ffc und der Technik sowie der Staatsregierung auf den 
jungen Gelehrten. Er wurde im Jahre 186(3 an das Real- 
gymnasium zu München verset/t, kam aber zwei Jahre da- 
rauf an die richtige Stelle, nämlich an die damals neu ge- 
gründete technische Hochschule dahier, an der er durch die 
Einsicht ihres ersten Direktors, des Geheimraths y. Bauem- 
feind, die Professur fQr technische Mechanik und graphische 
Statik erhielt. 

Hier war dem nun im 34. Lebensjahre Stehenden die 
seinen Talenten völlig entsprechende Wirksamkeit er()ffnet. 
Er beschränkte sich dabei nicht nur auf theoretisclie Vor- 
lesungen, sondern gründete alsbald für sein Fach ein Labo- 
ratorium, wie es der Physiker oder der Chemiker besitzt. 
Er hatte nämlich mit klarem Geiste erkannt, dass die tech- 
nische Mechanik nicht mehr auf der Empirie beruhen dürfe, 
sondern eine wissenschaftliche Grundlage durch Thatsachen 
haben müsse, und um diese zu erhalten ein besonderes La- 
boratorium notliwendig sei. Nach vielen Benn'ihungen konnte 
er im Jahre 1870 ein mechanisch-technisches Laboratorium 
eröffnen, welches anfangs nocli ])rovisorisch untergebracht 
war; erst im Jahre 1878 wurde für solche Zwecke auf dem 
Areal der technischen Hochschule ein eigenes Haus erbaut, 
das ganz nach seinen Plänen eingerichtet wurde und ein 
Muster und Vorbild ffir alle Anstalten der Art geworden ist. 
Durch die Gründung dieses Laboratoriums, einer Versuchs- 
station für die Festigkeitslehre , namentlich der Baumate- 
rialien, wirkte Bauschinger bahnbrechend: er hat durch seine 
zahlreichen und genauen Veröuche der Mechanik eine feste 
Basis geschaffen. 

Seine ersten in Fürtk (1868—65) entstandenen wissen- 
schaftlichen Arbeitet sind noch rein theoretischer Natur und 
beziehen sich auf die Grundgesetze der mechanischen Wärme- 
lehre. Dieselben müssen als wichtige Vorarbeiten für die von 
Olausiuä so glänzend durchgeführte mechanische Wärme- 
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theorie bezeichnet werden, lieber den sogenannton Entropie- 
begri£F entspaon sich zwischen ihm und Ciausios eine Gontro- 
Tene, welche za wissenschaftlich interessanten Ergebnissen 
fnhrte und darthai, dass Bauscbinger seinem berühmten 
Gegner yollstöndig gewachsen war. Im Speziellen bebandelte 
er diinn das wichtige Problem des Au.'^strömens von Gasen 
iiiid Däuij)fen sowie auch das des Druckes im Erdinnern, 
indem er in seinen Bemerkungen zu einigen Stellen von 
Heimos Untersuchungen „ül)er den Mechanismus der Gebirgs- 
bildung" aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizitats- 
lefare einige interessante Resultate Ober das Gleichgewicht 
der Erdkugel ableitete, welche dabei als feste, Ton einer 
Flüssigkeit erfüllte Hoblkugel gedacht wird. Er erkannte als 
einer der Ersten, dass beide Probleme nur unter Zuziehung 
der Prinzipien der Wärnietheorie eine befriedigende Lösung 
finden können. Wenn dieselben auch damals nicht zum 
Abscliluss gebracht wurden und später durch neue Hilfs- 
mittel bedeutend gefördert worden sind, so werden doch 
Bauschinger*s Leistungen auf diesem Gebiete stets ihren 
Wertli behalten. 

Sein der Anwendung der Wissenschaft schon früh be- 
sonders zugeneigter Geist beschäftigte sich ausserdem mit 
Vorliebe mit der theoretischen und angewandten Mechanik, 
aus welchen Studien sein vortreffliches, nach Delannay's Buch 
frei bearbeitetes, in zwei Auflagen (1861 und 1866) erschie- 
nenes Werk: .Schule der Mechanik* entstand. In diese Zeit 
(1867 und 1868) gehören auch seine Versuche mit dem zur 
Feststellung der Leistung von Dampfmaschinen dienenden 
Richards'schen Indikator, welche für die Wissenschaft be- 
sonders werthvoll geworden sind; dabei wurden acht Loku- 
motiven, vier mit ^tephenson- und vier mit Meyer-Steuerung 
auf zahlreichen Fahrten untersucht und auf sieben Bahn- 
strecken mit 63 Meilen Gesammtlänge und mit Uöheunter- 
schieden bis zu 300 Metern 500 Diagramme aufgenommen. 
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Diese tlieilweise auch die Narlit über währenden mit unge- 
wöhnlich grosser Mühe und Anstrengung verbundenen Ver- 
suche hielt Bauschinger für seine beste Leistung und that 
sich auf sie immer am meisten zu Gute. 

Vor der Einrichtang des Laboratoriums erfolgte seine 
Bearl>eitung der »Elemente der graphischen Statik", von 
welcher zwei Auflagen (1871 und 1880) erschienen sind. 

Der Zweck des Hnclies war, auf die Culniann'schen Arbeiten 
in einfacher genu inverstäudlieher Art vorzubereiten, was dem 
Autor auch völlig gelungen ist. 

Seine hauptsächlichste und ganz eigenartige Wirksamkeit, 
die seinen Namen erst weiterhin bekannt gemacht hat, ent- 
faltete aber Bauschinger durch die im mechanisch-teclinischen 

Laboratorium gemacliten , wahrhaft klassischen Versuche, 
wclclie, im Jahre 1871 begonnen, nicht nur der Praxis eine 
Menge werth voller Tbatsachen brachte, sondern auch der 
Wissenschaft zu Gute kamen. 

Es wurden während 22 Jahren alle Baumaterialien auf 
ihre Festigkeit und Elastizität geprüft: Eisen und Stahl, Holz, 
Steine, Cemente und M5rtel. 

Er hat zu diesen Bestimmungen die genauesten und 
sinnreichsten Messapparate und Methoden angewendet und 
zum Theil seihst erfunden, wie sie zu ähnlichen Zwecken 
f&r die physikalische Forschung gebraucht werden, so dass 
die erhaltenen Resultate fClr die Physik nicht minder werth- 
ToU sind wie fär die Eenntniss der in der Technik yerwendeten 
Materialien. So hat er z, B. durch Einführung der 6kiU88*8chen 
Methode der Spiegtdiihlesung die Messung der Delinuiig ausser- 
ordentlich verfeinert und die elastischen Formäiulerungen der 
schwersten Maschinentlieile oder der stärksten Brüekenglieder 
der Wahrnehmung zugänglich gemacht; hundertste^! Milli- 
meter wurden von ihm gemessen mittelst seiner KoUenfühl- 
hebe], durch welche die RelatiTbewegungen der beobachteten 
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Pankte durch Reibung einer Stange auf das Zeiger werk 

übe rt ratzen werden. 

Auf diese Weise entstanden die Zug-, Druck-, Biegungs- 
und Torsions -Versuche Bauschinger's, seine Versuche über 
die Abnützbarkeit und die Frostbeständigkeit der Gesteine, 
und die über die Knickfestigkeit und die Widerstandsfähigkeit 
yon Säulen im Feuer. Zuletxt (yon 1881 an) machte er die 
wichtigen Dauerversuche mit oft wiederholter Beanspruchung 
des nämlichen Körpers, wodurch die Veränderungen der 
Eigenschaften des Materials durch längeren Gebrauch er- 
sichtlich wurden. Seine Apparate sind auch angewendet 
worden, um die Festigkeit der Knochen des menschhchen 
Körpers zu prüfen, was für die Mechanik der Bewegungen 
desselben sowie für die Chirurgie von Bedeutung geworden ist. 

Die Versuche sind zumeist in den 23 Heften der Mit- 
theilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium 
veröffentlicht worden; dieselhen hilden eine Fundstätte f&r 
den wissenschaftlich gebildeten Techniker und hahen vielfache 
Anregungen gebracht, welche noch auf lange Zeit richtung- 
gebend sein werden. Das Institut Bauschinger's stand an 
der Spitze der Unternehmungen der Art und es flössen ihm 
von allen Seiten Materialien zur Untersuchung und Aufträge 
für die Praxis zn. Ein besonderes Verdienst erwarb er sich 
noch durch die Gründung der so ungemein nützlich gewor- 
denen .Konferenzen zur Vereinbarung einheitlicher Methoden 
für die Prüfung von Bau- und Konstruktionsmaterialien* ; 
als Vorstand derselben wusste er mit grossem Geschick 
die Verhandlungen zu leiten, die vielfachen Gegensätze aus- 
zugleichen und die gemeinsamen Versiiclie nach bestimmten, 
meist von ihm goschaflcnen Methoden zu veranhissen. 

Es ist schon betont worden, dass Bauschinger's Zer- 
reissungsversuche nicht allein für die Praxis, sondern auch 
für die Wissenschaft von Wichtigkeit geworden sind, da sie 
Au&chlusB über das Verhalten der festen Körper in der 
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Nälie der Klastizitiltsi^renzo und bei reberschreitiirijjj der- 
selben geben. Kine rationelle Elustizitätstheorie imiivs aber 
das Verhalten der Körper yon den kleinsfcea bis zu dea 
grösstmügliclien Deformationen berücksichtigen. 

Als Forscher war Bauschinger von grossem Scharfsinn 
in der Beobachtung der Erscheinungen und im Ausdenken 
der richtigen Versuche, von unermfldlicher Ausdauer und 
seltener Gewissenhaftigkeit. Diese Gewissenhaftigkeit war 
ihm ancli als Lehrer eij^en; er lehrte gerne: sein Vortra»; 
war durchdacht und von ilurchsichtiger Klarheit. Der Mann, 
welcher sich durch seine witjaenschaftlichen Arbeiten so hoch 
in den Reihen der Gelehrten erhoben hatte, hätte wohl auch 
den Titel eines Doktors Terdient. 

Durch eigene Tüchtigkeit aus den einfachsten Verhält- 
nissen herYorgewachsen, blieb er sein Leben hindurch schlicht 
und bescheiden. Er drängte sich nicht vor, sondern Hess die 
Leute an sich lierankommen: dann aber war er un<iemein 
freundlich und wohlwollend und gerne bereit, Jedem zu 
nützen und zu helfen. Seine unverbrüchliche Wahrheitsliebe 
liess ihn stets oifeu seine Meinung sagen, so dass manchmal 
sein Wesen etwas schroff erscheinen konnte. In der Arbeit 
und in der Erfüllung der Pflicht suchte und fand er die 
höchste Befriedigung. 

Bauschinger ist in seiner Art ffir die technische Hoch- 
schule und die Wissenschaft kaum zu ersetzen; sein Name 
wird als der eines sehr verdienten, seine eigenen Wege ein- 
schlagenden i^'orschers noch lange fortleben. 

Adolf Steinheil. 

Dr. Adolf Steinheil, Inhaber der optisch-astronomischen 
Werkstötte Carl August Steinheil Söhne, ist am 4. November 
1893 aus dem Leben geschieden. Es ist von besonderem 
Interesse, den Entwicklungs- und Lebensgang dieses so 
überaus thäiigen und eigenartigen Gelehrten zu verfolgen. 
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Er wurde am 12. April 1832 als der zweite Öoha unseres 
berühmten Mitgliedes Carl August v. Steinheil daliier geboren. 
Dieser Sohn hatte das aDgewöhnliche Talent des Vaters für 
Mathematik sowie fftr die Anwendung derselben zur LSsang 
physikalischer Probleme geerbt. Die Beiden waren sich 
Oberhaupt in ihren Anlagen ungemein ähnlich und bieten 
ein vortreffliches Beispiel dafür, wie sich die Organisation 
und die Ausbildungsfähigkeit l)estimmter Theile des Gehirns 
zu vererben vermag. Denn schon itu kindlichen Alter trat 
bei dem Sohne das Verständniss für Zahlenverhältnisse und . 
die entschiedene Vorliebe dafür hervor. Es wird erzählt, er 
habe als fÜnQähriger Knabe vor dem Eintritte in die Volks- 
schule bei Betrachtang seiner gewürfelten Bettdecke sich 
klar gemacht, dass 2X6 «nd 3 X 4 die gleiche Zahl geben. 
In dem Gymnasium übertraf er die Mitscliiiler weit iu dem 
Verstäudniss für Arithmetik und Mathematik und bei den 
mathematischen Aufgaben erfaud er Lösungen, welche von 
dem Lehrer nicht vorgetragen worden waren. Dem ent- 
sprechend hatte er auch zeitlebens das treueste Gedächtniss 
fttr Zahlen: so z. B. wnsste er von jeder Pflanze zu sagen, 
auf welcher Seite von Eoch*s Deutscher Flora sie sich be- 
schrieben findet, und konnte er eine grosse Anzahl von 
Logarithmen aus dem Kopfe angeben. 

Es ist verständlich, dass der so veranlagte Sohn sich 
zu dem gleich gearteten Vater besonders hingezogen fühlte 
und schon früh für dessen Thun das lebhafteste Interesse 
empfand. 

Man muss die Besonderheit des Vaters gekannt haben, 
um die Stellung des Sohnes zu ihm zu verstehen. Der 
Vater vrar ein selten genial angelegter Mann, unablässig 
geistig beschäftiget und voll von Ideen; er verband mit der 
Gründlichkeit und Schärfe des Gelehrten den beweglichen 
Geist, den sicheren Blick und die Beherrschung der Technik 
des ausgezeichneten Praktikers. Ein Schüler von Bessel und 
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Gauss, die ihn, wie ihr Briefwechsel darthnt, hesonden hoch 

hielten, hatte er von diesen Geistesheroen gelernt, die Mathe- 
matik als Mittel zum Zweck anzusehen. Man nennt ihn 
wohl gewöhnlich als den Bef^ründer der jetzt die ganze Erde 
umspannenden Telegraphen, welche er durch seine Erfin- 
dungen praktisch möglich gemacht hat. Zu diesen gehören: 
die Art des Aufschreibens und die Wahl der Zeichen, dann 
die Benfitznng der leitenden Erde statt des zweiten Drahtes 
und die Ableitung des Blitzes von den Apparaten durch die 
Blitzplatten, femer der sogenannte schweizerische Oommutator 
und die Translatoren, durch welche eine an einer Station 
anlangende Depesche sich selbst weiter telegraphirt. Aber 
man vergisst häufig, dass in vieh^n anderen P^iillen, wo es 
galt eine schwierige physikalische Aufgabe durchzuführen, 
sein Geist alsbald die Mittel dazu fand.^) Wer das Glück 

1) Es ad nur erinnert: an sein Photometer zur Bestimmung der 
relativen Helligkeiten der Sterne; an das mr Sendung optischer 
Zeichen in grosse Entfernungen bestimmte Heliotrop; an die «rste 
Verwendaug physikalischer Eigenschaften z. B. der Brechbarkeit und 
der Zerstreuung des Lichtes, des specifischen Gewichtes etc. etc. zur 
quantitativen chemischen Analyse; an die Herstellung genauer Maa»- 
stäbe, Gewichfe und Waagen; an seinen Astrographen zum Zeichnen 
der Sternkarten; an das Pyro'knp zur sicheren Ermittelunt^ von 
Brandstätten bei Nacht; an seine Ang;Uie durch einen mit einer 
elektrischen Batterie in Verbindun«? j^ebrachten Draht kranke Theile 
rasch abzubrennen als erstes Beispiel der für die Chirurgie so wichtig 
gewordenen Galvanokaustik; an die Vorrichtuog, um bei der Richtung 
des astronomisdien Femrohrs auf den Quecksilberhorizont das Spiegel- 
bild des Fadenkrenses sichtbar su machen, wobei er eine Aufgabe, 
welche optisch deijenigen des viel jüngeren Augenspiegels gans nahe 
▼erwandt ist, mit vOllig Ähnlichen Mitteln lOste; an den f&r die 
bcrfibmten spectralanaljrtischen Versuche von Bunsen und Kirchhoff 
von ihm construirten Spectralapparat, und endlich an die mit Kobell 
vor Daguerre gemachte erste Fixiruug von Lichtbildern auf Papi», 
■welche als erste rhotographien auf Papier noch auf der letzten 
Nörnborger Ausstellung zu sehen waren. Wahrlirh eine reiche Anzahl 
der wichtigsten, noch jetzt fortwirkenden Leistungen, wie sie nicht 
leicht ein Gelehrter aufzuweisen vermag. 
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hatte, diesem merkwürdigen Manne n&ber zu treten, der wird 
die Stunden, die er in seinem Umgänge zabrachte, nie yer- 
gesBen. So wenig bestechend sein Vortrag war, so war er 
doch im Umgang ein ungemein anregender Lehrer fflr reifere 
Schfller, bei denen er durch den Reichthum und die Origi- 
nalität der Gedanken das grösste Interesse für seine Wissen- 
schaft zu erwecken wusste. 

So kam es auch, dass der Sohn zeitlel)L'ns zu dem Vater, 
welcher für ihn das Ideal eines Naturforschers war, voll 
Verehrung aufsah und in Pietät das that, was der Vater 
forderte, wenn ihm auch die Erfüllung nicht selten recht 
schwer geworden ist. 

Denn der Vater hielt strenge Zucht in seinem Hause, 
▼erlangte unbedingten Gehorsam und pünktlichste Äusftlhrung 
seiner Anordnungen. Er war jedoch durchaus kein finsterer 
Mann von pedantischem grübehidem Wesen, sondern vielmehr 
gerne heiterem Leben zAige wandt, an dem er auch seine 
Kinder Theil nehmen liess. 

Besondere Anschauungen hatte der Vater sich über die 
Erziehung gebildet ; der gewöhnliche Bildungsgang durch das 
Gymnasium und die UniYersitat sagte diesem unabhängigen 
Geiste nicht zu und er wfinschte nicht, dass seine Sohne in 
den Staatsdienst gi engen: sie sollten sich ganz durch eigene 
Kraft durch das Leben durchringen. Er beachtete bei der 
genialen Leichtigkeit seines Arbeitens nicht, dass nur be- 
sonders veranlaj^te Naturen dies vermögen und der Mittel- 
massige am sichersten den gewöhnlichen Weg einschlägt. 

Durch diesen Widerstand entschloss sich der junge 
Steinheil, die Noth wendigkeit akademischer Studien er- 
kennend, nach Absolvirung der zweiten Gymnasialklasse 
Privatstunden im Lateinischen und Griechischen zu nehmen, 
wozu er sich die vom Vater yerweigerten Mittel durch 
Stnndengeben in der Mathematik erwarb, so dass er schon 
nach einem Jahre (1849) am Gymnasium zu St. Anna iu 
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Aiigsbur*^ das Absolutorinm bestand. Kr hörte daiiuich 
während eines Jahres (1849/50) als Eleve den ersten Kurses 
Vorlesungen über Mathematik und Physik an der früheren 
hiesigen polytechnischen Schale, die ihm jedoch keinen be* 
sonderen Gewinn brachten, und gieng dann mit seinen 
Eltern (1850) nach Wien, wohin der Vater als Sektionsrath 
in das Ministerium berufen worden war, um in Oesterreich 
die elektrischen Telegraphen einzurichten. In Wien besuchte 
er während des Jahres 1850/51 an der Universität nnd der 
polytechnischen Scliule niatheniatisciie, chemische und ])ota- 
nische Vorlesungen bei Motlj, Petzval, Sehn'Hter und l nger, 
und lernte auch hervorragende Naturforscher im elterlichen 
Hause näher kennen, was für ihn von nachhaltiger Bedeu- 
tung war. 

Aber bald riss ihn der Wille des Vaters aus diesen 
regelmässigen Studien heraus; er bestimmte ihn (1851) den 
Lehrkars und die Prüfung zur theoretisch-praktischen Heran- 
bildung von Staatstelegr;i})l]istcMi mitzumachen, lie^s ihn zum 
Aushilfstelegraphisten mit einem Taggeld von 1 fl. ernennen 
und beauftragte ihn mit der Herstellung der Telegraphen- 
linien in der Lombardei. Es war dies eine schlimme Zeit 
für den jungen wissensdurstigen Mann, eine Zeit voller An- 
strengungen und Entbehrungen, denn er musste mit seinen 
italienischen Arbeitern, mit denen er die harte Arbeit und 
die ärmliche Kost theilte, die Träger aufrichten und die 
Drohte ziehen. Nach Lösung dieser Aufgabe schwer krank 
nach Wien zurückgekehrt, fand er keine Ruhe, denn der 
Vater hatte die Herstellung des Telegrajjhennetzes in der 
Schweiz übernommen und die Einrichtung der Büreaux und 
die Ueberwachung der Legung der Leitungen sowie die 
Ausbildung der Obertelegraphisten dem noch nicht zwanzig- 
jährigen Sohne in selbstöndiger Stellung Torbehalten. Es 
war eine schwierige, aber dankbare Aufgabe, welche ihm 
hier zurieJ; man erkannte in der Schweiz die Wichtigkeit 
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der Sache und interessirte sich in allen Kreisen lebhaft dafür; 
bald hatte sich auch der junge zum Oberinspektor ernannte 
Mann durch seine Kenntnisse und Energie die lebhafteste 
Anerkennung der Behörden und des Publikums erworben. 
Seine Schtiler bei den in deutscher and fransEOsischer Sprache 
abgehaltenen Lehrknrsen waren älter als er; aber sie haben 
ihn alle hoch geachtet, wie ans den mit ihm noch später 
nnterhaltenen Besdehungen herrorgeht, nnd auch er hat sich 
stets mit Freude und Genugthuung dieser Zeit erfreulicher 
Wirksamkeit (Februar bis Oktober 1852) erinnert. 

Es hätte sich ja wohl daran eine bleibende Stellung 
anknüpfen lassen, aber es sollte die Aufgabe seines Lebens 
eine ganz andere werden. Im Herbst 1852 von der Schweiz, 
nach München zurückgekommen, wo der Vater wieder An- 
stellunggefunden hatte, horte er an der üniversität im Winter- 
und Sommersemester historische und philologische Vorlesungen, 
besonders aber die Experimentalphysik bei Simon Ohm, um 
sich für die Doktorprüfung vorzubereiten. Kr war aber auch 
zu gleicher Zeit Hospitant des Ingcnieurkurses an der poly- 
technischen Schule, wodurch er befaliii^a}! wurde, schon im 
Sommer 1853 das Absolutoriuin dieser Sebule zu erlangen 
und im Herbst desselben Jahres die theoretische Prüfung 
für den Staatsbaudienst als Ingenieur zu bestehen. Er glaubte 
dadurch einen Rückhalt für alle Fälle zu haben. Seit dieser 
Zeit hatte er in seinem damaligen verehrten Lehrer Bauern- 
feind einen väterlichen Freund erworben. 

Mittlerweile hatte der Vater praktisch-optische Arbeiten 
begonnen, um die Mittel zum Lebensunterhalte für seine 
Familie zu verdienen. Er war dazu besonders <4eschickt, 
nicht nur durch die frühere Krtindung optischer Instrumente, 
sondern auch durch deren Tortreff liehe Ausführung in seiner 
Werkstatte bei der mathematisch-physikalischen Sammlung 
der Akademie; er hatte auch in seiner Jugend Fraunhofer^s 
Arbeiten verfolgt und war sogar von diesem aufgefordert 
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worden als Theilnehmer in sein Institut einzutreten, was er 
bescheiden abgelehnt hatte. König Maximilian IL ermunterte 
ihn zu seinem neuen Unternehmen, indem er ihm den Wunsch 
aussprach, es mOchte Mflnchen als der Vorort f&r die prak- 
tische Optik in Deutschland, der es durch Fraunhofer ge- 
worden war, erhalten bleiben. Nach einigt-n Vorarbeiten 
konnte im Mai 1855 die optisch-astrononiii-che Werkstätto 
in Schwabing bei München eröitnet und der erste Prospekt 
ausgegeben werden. Der Sohn wurde der erste und beste 
Mitarbeiter bei derselben. Nur mit Mühe und unter Wider- 
streben des Vaters vermochte er noch die Zeit zu gewinnen, 
das Doktorexamen zu machen, welches er im Jahre 1855 
anter dem Dekanate Liebig\s, der mit Scharfblick sein Talent 
erkannte und ihm stets gewogen blieb, mit der Dissertation : 
„Tafeln 7A\r Entnehnuing der liadien von Fern roh robjectiven, 
deren innere Flächen in einander passen" bestand. 

Von da an blieb er ganz bei der Optik, welche sein 
Lebensberuf werden sollte. Er wurde durch den Vater in 
dessen Ideen und Entwürfe eingeweiht und hatte die Aufgabe 
dieselben durchzuführen. Es war ihm namentlich die Be- 
rechnung des Ganges der Lichtstrahlen durch die Linsen 
und das Suchen nach den besten Formen übertragen. Es 
begann damit für ihn eine Zeit rastlosester Thiitigkeit, ein 
SchalFen ohne Gleichen; Jahrelanjj: hat er, ohne sich eine 
Erholung gewähren zu dürfen, täglich zwölf Stunden ge- 
rechnet; dadurch aber eine so grosse Erfahrung und so 
eingehende Kenntnisse erlangt, wie sie in diesem Zweige 
des Wissens wohl noch Niemand gehabt hat. Dieser geistige 
Erwerb bildete die sichere Grundlage für seine spateren 
Leistungen; eine kurze Rechnung belehrte ihn spater, ob der 
eingeschlagene W^ zum Ziele führt, und ein Blick in die 
Fveclinungen , ob und welche Fehler die Rechner gemacht 
hatten. Jene ersten Jahre des Betriebs der WerkstUtte waren 
Steinbeils eigentliche Lehrjahre; er fühlte, dass t^r jetzt in 
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seinem Elemente sich beilüde und befähiget sei, hierin das 
Beste 7A1 vollbringen. 

Im Jahre 1865 zog sich der Vater, welcher eine Sache 
nur so weit verfolgte, als er glaubte, schöpferisch wirken zu 
können, von dem optischen Institute zurück, um ausser Proble- 
men der Wissenschaft seinen Neigungen, der Malerei und der 
Musik, sich hinzugeben. In Folge davon war der Sohn von 
da an ganz auf seine eigene Erafb angewiesen; er kaufte dem 
Vater das Geschäft ab, und führte es anfangs mit seinem 
älteren Bruder Eduard*), welcher im Wesentliclien den 
techni.schen und kaufmännischen Theil übernommen hatte, 
später nach dessen Tode allein fort. Und welchen Aufschwung 
nahm das Institut in kurzer Zeit unter seiner sachkundigen 
Leitung! 

Von Anfang an gieng sein Bestreben dahin, alles Em- 
pirische zu verbannen und auf rein wissenschaftlicbe Weise 
durch strenge trigonometrische Rechnung, nachdem die opti- 
schen Constanten der Glassorten bestimmt waren, die besten 
Formen zu ermitteln und diese dann mit den feinsten von 
seinem Vater verbesserten Methoden der Prüfung mittelst 
des Sphärometers, des Fühlspiegels und der Newton'schen 
Farbenringe auf das Genaueste auszuführen. Solchen Proben 
auf die GQte unterlagen auch die Glasarten und die fertigen 
Instrumente. Es ist ihm dadurch gelungen, eine Anzahl der 
wichtigsten Neuerungen in die Optik einzufahren. 

Steinheü ist in seinen optischen Untersuchungen der 
direkte Nachfolger Fraunhofer's geworden ; er hat da ange- 



1) Dieser Bruder Eduard, welcher sich ursprünglich för die 
Maschinenkunde, dann für die Landwirthschaft ausgebildet hatte, war 
ebenfalls für die Nuturwisaenschaft begeistert; er war eine Autorität 
in der Entomologie und beiass eine unwiderstehliche Lust ferne Welt- 
thcile zu sehen. Er hatte die Insel Elba, Algier und Columbien 
kennen gelernt; auf seiner zweiten Heise nach Columbien erlag der 
talentvolle Mann auf der Insel St. Thomas dem Sonnenstich. 
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schlössen, wo letzterer durch einen allzu frühen Tod die 
Arbeit abl)rochen inusste. Stets hat er jedoch flanki)ar.st an- 
erkannt , weklie Förderung ihm durch die liervorrafj^enden 
theoretischen dioptrischen Arbeiten unseres verehjteu Mit- 
gliedes Seidel geworden ist. 

Fraunhofer hatte durch Verwendung der yon ihm im 
Sonnenspektrum entdeckten fixen Linien eine strenge Rech- 
nung in der Optik ermöglicht; er war dadurch in den Stand 
gesetzt worden , die Lichtstrahlen durch trigonometrische 
Rechnung durch ein Linsensystem /u verfolgen, den Einfluss 
der Halbmesser, der Dicken und der Abstände der Linsen 
auf die Vereinigungsweiten verschiedener Strahlen zu ho- 
stimmen und so die Dimensionen festzustellen , welche für 
gegebene Giasaxten ein möglichst deutliches Bild eines in 
der Axe gelegenen leuchtenden Punktes ergeben. 

Fraunhofer*s Femrohrobjektive mit kleineren Dimen- 
sionen erfüllten drei Bedingungen : sie hatten eine bestimmte 
Brennweite bei gleichzeitiger llebunrr des Kugelgestalt- und 
Farbenfehlers. Bei seinen Fernrohrolgektiven von grösseren 
Dimensionen kam noch die Wahl der Glassorten in Bezug 
auf das nach Vereinigung der Hauptfarben noch bleibende 
sogenannte sekundäre Spektrum hinzu, sowie die von ihm 
angestrebte Erf&Uung einer yjerten Bedingung, welche aber 
trotz eifriger Untersuchungen des berfihmten Femrohrs noch 
nicht mit Sicherheit festgestellt werden konnte. Alles dieses 
hatte Fraunhofer durch Anwendung von nur zwei Linsen 
erreicht und dadurch zuerst bewiesen, dass die Wissenschaft 
eine zuverlä>>ii^rre Führerin ist als die Empirie, um unter 
yielen Möglichkeiten die günstigste Form zu wählen. 

Steinheirs erste Aufgabe war, in der (Konstruktion der 
Fernrohre womöglich über Fraunhofer hinaus zu kommen. 
Er stndirte eingehend das Objektiv desselben und berechnete 
dann (18(31) das von Gauss, dessen Oeffnung im Verhältniss 
zur Brennweite eine grosse ist, wodurch die Helligkeit be- 
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trächtlicber als bei dem erstoren Fenirolir wird. Es gelang 
Steinheil in dieser Beziehung (Glosse des Oeffnangswinkels) 
nocli das yon Gauss Geleistete zu übertreffen. Femer er- 
kannte er es als einen wesentlichen Vortheil, wenn die 

dauerhaftere Flintglaslinse der aus Crowngliis vorausgestellt 
werde; das 01)jektiv erhält dadurcli stärker gekriiinmte 
Flächen, wodurch das Bild ausser der Axe genauer wird 
und die unvermeidlichen Keflezbiider weiter vom Objektiv- 
bild entfernt werden, so dass sie nicht so störend wirken. 
Da aber bei den Femrohren im Wesentlichen nur das Bild 
in der Aze deutlich zu sein braucht, und das Fraunhofer*- 
sche die dafür nöthigen drei Bedingungen erfüllt, so ist 
letzteres auf einem so hoben Grad der Vollkommenheit an- 
gelangt, dass mau es kaum zu überbieten vermag. 

Eine ganz neue Form führte dann Steinbeil durch die 
Mikrometerokulare und die vorzüglichen aplanatischen Lupen 
ein. Früher hatte man bekanntlich als Lupen zumeist nur 
ein&che chromatische Linsen mit ganz geringem Gesichts- 
felde und als Okulare nur getrennt stehende einzelne Linsen, 
welche ebenfalls chromatisch waren und Tiel^h störende 
Reflexe zeigten, verwendet. Steinbeil setzte die beiden aus 
drei mit einander verkitteten Linsen, einer biconvexen Crown- 
glasliuse zwischen zwei Fliutglaslinsen, zusammen, wodurch 
er achromatische, von Reflexen freie Bilder erhielt. Seine 
eigenthümlicben monocentrischen Okulare bestehen ebenfalls 
aus einer Kugel yon Crownglas, welche yon zwei Flintglas- 
menisken eingeschlossen ist, deren Radien sich nur durch die 
Dicke unterscheiden, so dass alle Radien den gleichen Mittel- 
punkt haben, der zugleich optischer Mittelpunkt ist; sie 
zeigen grosse Bildschärfe in gleicher Entfernung vom Mittel- 
punkt des Gesichtsfelds und haben mannigfache Auwendung 
z, B. bei Bingmikrometern gefunden. 

Die grüfiste Aufgabe erwartete Steinheil jedoch durch 
die Photographenobjektiye. Die sich so rasch entwickelnde 

ISM. lbih.^71. Ol. 8. 9 
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Photographie stellte Dänüich an die Optik eine Reihe anderer 
Anforderungen, viel schwierigere als es bis dahin die Astro- 
nomie gethan hatte. Anf diesem Felde konnte Steinheil's 
Methode der Rechnung und der Herstellung der Objektive die 
bedeutendsten Erfolt^e erringen. Bei dem astronouiisclieii 
Fernrohr wird nämlich von dem durch das Objektiv ent- 
worfenen Bild gewöhnlich nur ein kleiner centraler Theil 
durch das Okular betrachtet, wesshalb das Fernrohrobjektiv, 
wie erwähnt, zumeist nnr in der Aze und deren nächster 
Nähe ein scharfes Bild zu liefern braucht, während es gleich- 
giltig ist, ob dieses Bild in seiner weiteren Ausdehnung 
scharf bleibt, d. h. ob es eben oder gekrümmt ist. Bei der 
Photographie dan:e<^en soll das vom Objektiv entworfene Bild 
eine grosse Ausdehnung besitzen und in der ganzen Aus- 
dehnung gleich genau sein, es soll ferner yolikommen in 
einer £bene liegen und eine grosse Tiefe besitzen, welches 
letztere dann erreicht ist, wenn die Linse die Fähigkeit hat, 
Ton ungleich entfernten Objekten gleichzeitig ein deutliches 
Bild in der nämlichen Ebene zu erzeugen. 

Dabei genügt es nicht wie bei dem Femrohr nur die 
Strahlen in der Axe in einem Punkte zu vereinigen, da das 
Bild eines ausser der Axe liegenden leuchtenden Punktes 
einen zu grossen Durchmesser erhalten kann; man muss da- 
her in diesem Falle die trigonometrische Durchrechnung auch 
noch auf einen Bildpunkt ausser der Axe ausdehnen, wo- 
durch die Angabe eine viel complizirtere wird. Man hat 
hier nach den Darlegungen SteinheiPs zu berücksichtigen: 
bei dem Bildpunkt in der Axe: die Brennweite, die Hebung 
des Kngelgestaltfehlers und des Farben fehlers ; bei dem Bild- 
punkt ausser der Axe: die Hebung der Farben ausser der 
Axe, dann der Verzerrung, der Bildkrümmung, des regel- 
mässigen und unregelmässigen Astigmatismus und des Kugel- 
gestaltfehlers ausser der Axe. Die Correktur der drei letz- 
teren Fehler wurde ihm nur durch die von Seidel entwickelten 
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„trigonometrischen Formeln für den allgemeinsten Fall der 
Brechung des Lichtes an centrirfcen sphärischen Flächen" 
möglich. Fraunhofer hatte schon, wie gesagt, bei seinen 
Fernrohrobjektiven von grösseren Dimensionen ausser den 
drei Bedingungen fSr den Bildpnnkt in der Axe eine vierte 
einznfiGIhren gesucht. 

Beror sich Steinheil mit der Constrwlction photographi- 
scher Objektive befasste, existirte nur ein einziger guter Typus, 
der von dem Mathematiker Petzval in Wien bald nacli Er- 
findung der Daguerreotypie ersonnene ; er war aus vier Linsen 
zusammengesetzt, von denen drei einzeln stehen, und aus drei 
Glasarten hergestellt. Dieses Petzvarsche Objektiv ist noch 
immer im Gebrauch, alle anderen, wesentlich neuen Photo- 
graphenobjektiTe sind von Steinbeil eingeführt worden. Hierin 
zeigt sich seine vollkommene, einzig dastehende Beherrschung 
der Theorie am prägnantesten. 

Im Laufe der Zeit sind von ihm drei Construktionstypen 
für Photographen- Apparate ausgegeben worden. 

Zuerst das Periskop (1865), welches nur aus zwei sym- 
metrischen Linsen tou einer Glasart besteht, also chromatisch 
und von geringer Helligkeit ist, jedoch ein sehr grosses Ge- 
sichtsfeld und eine ganz correkte Zeichnung besitzt. Dieses 
Instrument wird noch heute trotz seiner Farbenzerstreuung 
gewflnscht, da es in Folge der ausserordentlich einfachen 
Constraktion fßr seine Leistung sehr billig ist. 

Den zweiten Typus nannte er A])laii:it, welcher aus vier 
paarweise verkitteten symmetrischen Linsen von zwei (xlas- 
arten besteht. Im Jahre 18G6 wurden die ersten Apparate 
der Art vollendet, im Jahre 1871 die Weit wink elapparate 
fQr Reproduktion von topographischen Landkarten als Lösung 
einer von dem österreichischen Eriegsministerium gestellten 
Aufgabe ausgeführt, und im Jahre 1879 die ersten Gruppen- 
aplanate ausgegeben. Diese Aplanaten haben die weiteste 
Verbreitung gefunden und wurden ttberall unter den ver- 

9* 
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sciiiedensfcen Namen nachgemacht. In ihnen finden sich die 
Elemente fflr alle Bedingungen; nur eines dieser Elemente, 
der Astigmatismus, ist darin noch nicht herücksichtiget. 
Der dritte Typus ist der im Jahre 1881 entstandene 

Antiplanet. Derselbe beruht auf einem ganz neuen, höchst 
geistreich ordiichteii Prinzip, indem durch eine vordere Doppel- 
liuse alle Fehler ahsichtlich gross gemacht und dann durch 
ein zweites Linsenpaar voliätändiger, als dies sonst möglich 
war, korrigirt werden. Er besteht aus nur vier paarweise 
yerkitteten nicht symmetrischen Linsen von nur zwei Glas- 
arten, und es ist in ihm auch der letzte Fehler, der des 
Astigmatismus, fast ganz gehoben. Dieser Antiplanet, ein 
Instrument von denkbar grösster Einfachheit, erforderte un- 
eudlich mühsame Berechnungen, bis die Möglichkeit der An- 
wendung des Prinzips erkannt war, er hat aber auch zu 
einem glänzenden Resultat geführt. In Folge der in dem 
letzten Jahrzehnt in der Glastechnik gemachten grossen Fort- 
schritte haben Andere versucht, diesen Steinheirschen Anti- 
planet noch zu y^rhessem. 

Von Steinheil wurde die von dem deutschen Reiche zur 
Beobachtung des Venusdurchgangs im Jahre 1874 ausge- 
sandte Expedition mit vortrefflichen photographischen Fern- 
rohrobjektiven ausgestattet. 

Zuletzt fesselte ihn die wichtige Aufgabe der Herstel- 
lung von Instrumenten zur Photographie der Himmelskörper. 
Bei den Pariser Verhandlungen, welche die einheitliche pho- 
tographische Aufoahme des Fizstemhimmels vorzuhereiten 
hatten, vermochte er darzuthun, welchen Bedingungen ein 
astrophotographisches Objektiv zu genügen hat, woraufhin 
er zunächst das Potsdamer Observatorium mit Apparaten der 
Art versorgte, welche schon manche neue Auüschlüsse ge- 
liefert haben. 

Steinheirs astrophotographische Objektive bedingen einen 
erheblichen Fortschritt in der Wissenschaft, mit dem sein 
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Name stets verknüpft bleiben wird, denn sie gestatten die 
Stellung der Sterne noch nach Jabrbanderten zu ersehen 
und die Veränderungen derselben zu erkennen. Die biesige 
Sternwarte, welche überhaupt kein grösseres Instrament 
Yon Stdnheil besitzt, ist wegen Mangel von Mitteln leider 
nicht in der Lage, sich an diesem durch unseren Mitbürger 
ermöglichten geistigen Wettkampfe zu betheiligen. 

Die Hauptschwierigkeiten bei der Berechnung optischer 
Construktionen liegen darin, für den jeweiligen Fall die rich- 
tige Keibenfolge zu linden, in welcher alle die nothwendigen 
Bedingungen erfüllt werden müssen, und direkt vergleichbare 
Fälle für die Auswahl herzustellen, sowie auch die in Bezug 
auf ihr Brechungs- und Zerstreuungsyermogen passenden 
Glasarten zu wählen. Steinheil Hess nie ab, immer wieder 
zu prüfen, ob sich der Zweck nicht vollständiger und mit 
einfacheren Mitteln erreichen lasse. Er besass ausserdem ein 
ganz besonderes Geschick in der Erfindung von Methoden, 
nach welchen genaue Formen hergestellt werden können, 
ohne Tom Arbeiter besondere Kenntnisse zu verlangen, wo- 
bei er zumeist Ton aus der Mathematik bekannten Sätzen 
ausgieng. Um z. B. eine genaue Planfläche herzustellen, 
liess er, ganz unabhängig von Withworth und Anderen, drei 
Flächen schleifen , von welchen jede auf jede der beiden 
anderen passt, denn in diesem Falle mussten auch die Flächen 
eben sein. War ihm ferner die Aufgabe gestellt, ein Prisma 
zu machen mit einem Winkel yon genau 90^ und zwei 
Winkeln Ton genau 45 S so gieng er yon den beiden geo« 
metrischen Sätzen aus, dass im Qoadrat jeder Winkel ein 
rechter ist und dass im gleichschenkeligen rechtwinkeligen 
Dreieck die Winkel an der Hypothenpse einander gleich und 
von 45^ sind. 

Aus der optisch-astronomischen Werkstätte Steinheil's, 
welche im Jahre 1862 aus Schwabing nach München in die 
Land Wehrstrasse yeriegt und im Jahre 1890 in ein eigens 
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för diesen Zweck auf der Tberenenhöhe errichtetes grosses 

Gebäude transferirt wurde, sind Tausende von kleinen und 
grossen Fernrohren, Prismen. I^liotographenapparaten etc. in 
alle Welttheile ausgegangen und haben seinen Namen als 
den eines der erfindungsreichsten und sorgfältigsten Optiker 
aller Zeiten bekannt gemacht. Seine Kenntnisse und seine 
Energie haben das berühmte Institut geschaffen ; sein Geist 
wird in letzterem noch femer walten. Die in seine Foss- 
stapfen Tretenden haben jetzt leichtere Mfihe das von ihm 
Erdachte weiter fortzuführen. 

Steinheil hat durch seine optischen Untersuchungen und 
die Herstellung optischer Instrumente nicht nur indirekt die 
Wissenschaft gefördert, sondern sich auch direkt an der 
Erweiterung derselben betheiligt. In manchen exkhisiven 
Kreisen der Gelehrten siebt man zwar noch immer nur die 
ganz ideale, auf keinen praktischen Nutzen gerichtete Thä- 
tigkeit als die wissenschaftliche an und hält eine Beschäfti- 
gmig um so weniger fE&r eigentlich wissenschaftlich und fär 
würdig, je mehr sie einer direkten Anwendung fähig ist 
Aber hören wir denn nicht so oft sagen, dass jede durch die 
Wissenschaft festgestellte Thatsache, auch die allerabstrak- 
teste, einmal ihre Bedeutung für das menschliche Leben ge- 
winnt, eine Bedeutung, welche zumeist Niemand Yorzuahnen 
im Stande istV Und soll es für den Forscher einen Unter- 
schied machen , ob dieser Nutzen erst nach Hunderten von 
Jahren oder alsbald sich einstellt? Der Entdecker neuer 
Grebiete und Thatsachen in der Wissenschaft erkennt nicht 
selten bei einem gewissen Stande des Wissens auch zuerst 
deren Anwendbarkeit und findet wohl auch am besten den 
richtigen Weg dazu. In solcher Weise wurde Lavoisier der 
erste praktische Hygieniker, denn er hat sich nach der Er- 
kenntniss der Rolle des Sauerstoffs im Thierkörper viel mit 
der Beschaffung reiner Luft und mit anderen Fragen der 
Öffentlichen Gesundheitspflege beiiRsst. Gerade unsere Aka- 



Digitized by Google 



V&U: Nehniog auf AMf SUiMkeH. 



135 



demie bietet in ihrer Vergangenheit lenchtende Beispiele da- 
für, dass die grössten Gelehrten ea nicht yerschmäht hab«i, 
die Frftchte ihrer wissenschaftlichen Arbeit zum Wohle der 

Menschheit zu yerwerthen. Liebig wurde auf Grund seiner 
chemischen Untersuchungen der Begründer des rationellen 
Ackerbaues; der edle Fraunhofer, gpf^en dessen Aufnahme in 
die Akademie als eines Autodidakten und Praktikers vou 
mancher Seite Bedenken bestanden, stellte in seinem optischen 
Institut die ersten genauen achromatischen Femrohre her, 
mit denen er, wie die Ton ützschneider ihm gesetzte stolze 
Grabsohrift aussagt: approximavit sidera; es ist schon erw&hnt 
worden, wie der geistroUe Steinheil, der Aeltere, xuerst die 
Apparate für die elektrische Telegraphie brauchbar zu ge- 
stalten wusste, wodurch er der Kultur einen der grössten 
Dienste erwies. Sollen dies Alles wirklieh keine wissen- 
schaftlichen Werke gewesen sein? In der Tbat, seitdem auf 
Tiden Gebieten die Praxis nicht mehr eine Empirie ist, 
sondern nichts Anderes als Wissenschaft, ist hierin die Grenze 
zwischen Theorie und Pnuds nicht mehr zn bestimmen. 
Den Entscheid, ob eine Leistung eine wissenschaftliche ist 
oder nicht, liefert nur die dabei benutzte Methode. Häufig 
gehört auch zur Herstellung nutzbarer Dinge auf wissen- 
schaftlichem Wege mehr Geist und schöpferische Kraft als 
zu einer rein wissenschaftlichen Thätigkeit auf schon längst 
gebahnten Wegen. Und dass Steinheil bei seinen Arbeiten 
nach streng wissenschaftlicher Methode ?erfahr, das weiss 
Jeder, der sie kennt. 

Er hatte auch anf dem Höhepunkt seines Lebens die 
grosse Freude sich als Mann der Wissenschaft voll anerkannt 
zu sehen. Unsere Akademie, in welcher sich Manner befinden, 
die als erste Sachverständige auf dem Gebiete der Optik 
gelten, hat ihn im Jahre 1888 zum ausserordentlichen Mit- 
gliede gewählt. Bei dem vorher erwähnten internationalen 
Congresse in Paris (1887), bei welchem die Methoden der 
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photographischen Aufnahmen des Sternhimmels festgesetzt 
werden sollten, hat der deutsche Optiker mit Alle über- 
zeugender Klarheit und Sicherheit seine gereiften Anschau- 
uagea hierüber dargelegt, denen sich die illustre Versammlung 
einstimmig anschlos':. Als im Jahre 1891 die internationale 
astronomische Gesellschaft dahier ihre Versammlung abhielt, 
konnte er den sachknndigen Gelehrten seme neue Werkstätte 
mit ihren vollendeten Einrichtungen zeigen; Alle haben da- 
mals die üeberzeagung gewonnen, dass sie eine auf wissen- 
schaftlicher Grundlage ruhende Anstalt gesehen haben. Bin 
Zeichen der Auerkeniuing seiner Verdienste um die Wissen- 
schaft war es auch, dass er im .lahre 1887 zum Mitgliede des 
Kuratoriums der physikalischen -technischen Keichsanstalt, 
deren Vorstand Helmholtz ist, ernannt wurde, wo sein er- 
fahrener unparteiischer Rath gerne gehört wurde. 

In seiner Liebe zur Wissenschaft hat er in uneigen- 
nützigster Weise Alles zu ihrer Förderung gethan. Wie oft 
haben sich Astronomen und Physiker, welche zu einem be- 
sondern Zweck eines optischen Apparates bedurften, an 
Steinheil i^ewendet, der denselben ersann und herstellte, ohne 
für seine j^eistige Thätigkeit und besondere Mühe einen Preis 
in Ausatz zu briugen. Bei Gelegenheit der 100 jährigen 
GeburtstagsffM'fr Fraunhofer'« machte er zu Gunsten der 
hiesigen technischen Hochschule eine Stiftung Yon 10000 Mark 
zur Errichtung einer optischen Prfifungsstation, in welcher 
Yon sachkundiger Seite Pirflfnngen optischer Instrumente 
Torgenommen werden kdnnen; es war sein Wunsch dadurch 
den wissenschaftlichen Betrieb der Mechanik und Optik in 
München, wo die Werkstätten von Utzsehneider, Fraunhofer, 
Reichenbach und Ertel blühten und in der Bevölkerung noch 
so viel Talent für solche Arbeiten sich findet, zu fordern; 
allerdings scheint von diesem hochherzigen Geschenk in 
weiteren Kreisen nichts bekannt geworden zu sein. Das 
gemeinschaftlich mit Emst Yoit herausgegebene yerdienst* 
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volle Handl)ucli der angewandten Optik, an dem beide Autoren 
den gleichen Antheil haben, ist ein Hilf^buch für den aus- 
übenden Optiker, um ihm ein klares Bild von der Leistuni^ 
optischer Systeme zu yerschaffen und ihn in den Stand zu 
setzen, die Berechnung derselben mit wissenschuftlicher 
Strenge durchzufahren. SteinheiL hat darin alle seine Me- 
thoden der Oe£PentHchkeit preisgegeben, damit sie Oemein- 
gnt nnd Anderen nutzbar würden und es nicht so gehe, wie 
mit den leider verloren gegangenen Methoden Frannhofer^s. 
Wo aber fände sich ein zweiter, der in gleichem Falle so 
uneigennützig gehandelt hätte? 

Durch die friilizeitifre intensivste, lange Zeit, sein ganzes 
Denken in Anspruch nehmende Beschäftigung mit einem be- 
sonderen Zweige des Wissens, ohne die er nie sein Ziel er- 
reicht hatte, erhielt er scheinbar eine gewisse Einseitigkeit. 
Er besass jedoch auch fftr andere Dinge ein lebhaftes Interesse. 
Mit den einheimischen Pflanzen, Käfern und Schmetterlingen 
war er, wie sein Vater und Bruder, in seltenem Grade ver- 
traut; er kannte genau ihre Fundorte und Lebensweise, so 
dass Spaziergänge mit ihm für den Naturfreund zu einem 
wahren Genüsse wurden. Gerne und mit Verständniss folgte 
er Erörterungen über schwierige, noch nicht aufgeklärte 
Fragen aus ihm sonst ganz fremden Gebieten und wusste 
nicht selten den Kernpunkt zu finden und auf den richtigen 
Weg zu leiten. Der hiesigen Stadt hat er während 12 Jahren 
(1869 — 1881) als GemeindebeTolIm&chtigter namentlich durch 
seine rechnerischen Kenntnisse nnd seinen leichten üeberblick 
bei Aufetellnng des städtischen Haushaltes und auch auf dem 
Gebiete der Volksschule erspriesslielie Dienste geleistet, wobei 
er sich die intimste Freundschaft des unvergesslichen Bürger- 
meisters Erhardt erwarb. 

Das Bild von Steinbeiles Wirken und Wesen wäre un- 
Tollstandig, wenn man nicht auch seiner Charaktereigen- 
schaften gedenken wQrde. Bei so Manchem entspricht die 
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Ausbildung des Charakters nicht der des Geistes; wir ver- 
mögen ihn ob letzterer zu bewundern, ihn aber ob ersterer 
nicht zu lieben. Steinheil ist durch ruhiges und tiefes Nach- 
denken über sieh und die Welt sowie durch sein Handeln 
darnach zu einem der edelsten Menschen geworden. 

Wer ihn nur oberflächlich kennen lernte, bemerkte an 
ihm eine auffallende, manchmal fast zu gross erscheinende 
Bescheidenheit. Diese hatte er nicht, weil er seine Person 
zu niedrig stellte, denn er wusste für sich im Stillen recht 
wohl, was er werth war; sie entsprang vielmehr einer ge- 
wissen Verlegenheit und Unbeholfenheit im Umgang mit 
Leuten, die ihm noch fremd waren, aber auch der aufrich- 
tigen Hochachtnng für jegliches Verdienst Von einer un- 
gewöhnlichen Milde im ürtheil gegen Andere hat ihn wohl 
Niemand in aufbrausendem Zorne gesehen ; nur dann konnte 
er indignirt und sogar scharf seine Meinung äussern, wenn 
er eine Unwalirlieit wuhnialiiii. Es währte darum lange, 
bis er von einem Menschi'n Böses dachte , aber es gelang 
schwer, wenn er einmal aus einem solchen Grunde gegen 
Jemanden eingenommen war, ihm eine bessere Meinung fiber 
ihn beizubringen. 

Von einer unendlichen Liebe war er für seine Mit- 
menschen erfüllt. Von den reichen Mitteln, die er sich durch 
seinen Fleiss erworben, hat er den edelsten Gebrauch ge- 
macht und unendlich viel Gutes und Segensreiches gestiftet. 
Vielen Menschen hat er geholfen und in einer Weise, dass 
sie die Wohlthaten nicht drückend, sondern als eine wahre 
Herzensfreude des Gebers empfanden. Für jeden seiner yielen 
Arbeiter war er ein sorgender Freund; sie wussten aber auch, 
was sie an ihm hatten und suchten es ihm durch treue An- 
Mnglichkeit zu yergelten. Es war ein wahres Wort, was 
ein auswärtiger Fachgenosse an seinem Ghrabe aussprach: die 
soziale Frage wäre wohl bald gelöst, wenn alle Arbeitgeber 
so dächten und handelten wie Steinheil. 
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Sein Nachdenken hat ihn auch dassn geführt, die Welt 
trotz aller ihrer ünTollkommenheit als ^t und weise ein- 
gerichtet zu betrachten, und er konnte gegen pessiniistisclie 
Anschauungen leblifift ankämpfen. Das Schlimme wusste er 
immer wieder zum Guten auszulegen und sich und Andere 
zu beruhigen. Das Unvermeidliche und das Unglück be- 
trachtete er als nothwendige Folge der gegebenen Beding- 
ungen, und er war sich klar darüber, dass der Mensch ?on 
der Natur nicht ausgenommen sei, sondern einen Theil der- 
selben bilde. In diesem Sinne ertrug er die Abnahme seines 
Sehvermögens und den Verlust des einen Auges mit wahr- 
haftem Heldenmutli, während er der Verfeinerung dieses 
Sinnesorganes für die übrigen Menschen seine ganze geistige 
Kraft widmete. 

Man kann ermessen, was ein Mann von solcher Gesinnung 
seinen Freunden sein musste. Er war für sie von unwandel- 
barer Treue, voller Theilnahme im Glück und Unglück, von 
geradezu rührender Aufmerksamkeit und Aufopferung. Sie 
allein haben die ganze Fülle von Edelsinn, dessen der nach 
Aussen hin so anspruchslos erscheinende Mann fähig war, 
erkennen können. 

In einer Zeit, in welcher selbst in der Wissenschaft so 
Viele nicht mehr mit reinem Sinne ausschliesslich die Wahr- 
heit suchen, sondern sie zu einem Tummelplatz niedriger 
egoistischer Leidenschaften machen, erfreut und erhebt man 
sich an dem Lebensbilde eines nur dem Idealen zugewandten 
Mannes wie Steinheil. Er hat die ihm verliehenen Gaben 
dazu benützt, unser Wissen und Können zu vermehren, und 
indem er Andere beglückte, ist er selbst glücklich gewesen. 
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Ernst Eduard Kummer. 

Ernst Kduard Kummer^) war f^oboreii v.w Sorau in der 
Niedf'rhnisitz hart an der schle.sisclien Grenze den 29. Ja- 
nuar 18 10. Selion 1813 verlor er seinen Vater und der 
Mutter fiel es bei knappen Mitteln schwer, ihn studiren zu 
lassen. 

Er besuchte das Gymnasium seiner Vaterstadt und be- 
zog 1828 die Universität Halle, wo er unter der Leitung 

von Professor Scherk sich der Mathematik widmete. Im 
3. Studienjalire löste er eine mathematische Freisfrage und 
wm'de auf Grund dieser Arbeit 1831 zum Doktor promovirt. 

Von 1832 — 1842 wirkte Kummer als Gymnasiallehrer 
in Liegnitz. Hier legte er den Grund zu seinem künftigen 
Ruhme durch verschiedene Arbeiten, vorzugsweise dem Ge- 
biete der Reihenlehre und der Integralrechnung angeh5rig; 
hervorzuheben ist hier das Liegnitzer Programm „üeber eine 
Differentialgleichung 3. Ordnung" 1834, und ganz besonders 
seine Arbeit über die hypergeometrische Reihe (183(3), in 
welcher er die berühmte Abhandlung von Gauss über diese 
Reihe fortsetzte und in würdiger Weise ergänzte. Diese 
Arbeiten verschafften ihm schon 1839 die Ernennung zum 
correspondirenden Mitglied der Berliner Akademie tmd 1842 
die Berufung an die Universität Breslau. 

In der Breslauer Periode von 1842—55 waren es zu- 
meist zalilcntheoretische Untersuchungen, die ihn beschäf- 
tifi:ten. Auf diesem abstrakten Gebiete zeigte sich ganz be- 
sonders sein Scharfsinn und das tiefe Eindringen seines 
Geistes. Seine Abhandlung „über die aus Wurzeln der Ein- 
heit gebildeten eomplezen Zahlen" (1845), in welcher er 
den neuen Begriff der .idealen eomplezen Prim-Faktoren' 
einfahrt und genau definirt; seine Untersuchungen Ober einen 

1) Nach Mittheiluogen von Herrn Collegen Gustav Bauer. 
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Satz von Ferniat, dessen allgemeinen Beweis er 7Aierst er- 
brachte (1850), verschafften ihm den grossen Preis der Ber- 
liner Akademie. 

Wie hoch damals das Ansehen Sümmerns gestiegen war, 
geht wohl am besten daraus hervor, dass er 1855 Nach- 
folger Dirichlet's an der Berliner Universität , wie in der 
Akademie wurde. Es ist bemerkenswertli, dass Kummer in 
dieser letzten Periode seines Wirkens sich von den abstrakten 
Problemen der Zahlentheorie immer mehr den concreteren 
Problemen der Geometrie zuwandte. In diese Periode fallt 
seine berfihmte Abhandlang »lieber die allgemeine Theorie 
der geradlinigen Strahlsysteme* (1860); seine Abhandlung 
über Flächen 4. (Jrads, auf denen Schaaren von Kegel- 
sclinitten liegen, und 18(34 die P^ntdeckung dfM- Fläche 
4. Ordnung, die durch eine merkwürdige Contiguration von 
16 Punkten und 16 Ebenen ausgezeichnet ist und als , Kum- 
mer ^sche Fläche" allen Mathematikern bekannt ist. Auch 
auf das Gebiet der Physik griff er über; seine üntersnch- 
uDg über Strahlsysteme führten ihn auf die atmosphärische 
Strahlenbrechung ; seine Vortrage an der Kriegsschule über 
ballistische Probleme auf physikalische Untersuchungen über 
den Luftwiderstand. 

Kummer war ein ausgezeichneter Lehrer und hatte 
Freude am Lehren. Erst im Alter von 74 Jahren stellte er 
seine Vorlesungen ein und lebte fortan in stiller Zurück- 
gezogenheit nur für seine zahlreiche Familie, bis ihn 9 Jahre 
später am 14. Mai 1893 ein Anfall von Influenza dahin- 
rafft«. Er war lange Zeit das Haupt der Berliner mathe- 
matischen Schule und der bedeutendste Vertreter dieser 
Wissenschaft in Deutschland. 
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Moritz Abraham Stern. 

Moritz Abraham Stern ^) war ein Schüler von Gaass 
und yerhrachte seine ganze Gelehrten-Laof bahn als Professor 
der Mathematik za Göttingen. S^it 1850 Mitglied unserer 
Alcademie, hatte er das seltene Glück weit fiber das ge- 
wöhnliche Zeitmaass hinaus für die Wissenschaft thätig sein 
zu können. Seine zahlreichen und werthvollen Arbeiten, 
fast sünimtlich in dem Crelle'schen Journal veröffentlicht, 
erstrecken sich auf einen Zeitraum von 60 Jahren und ziehen 
sich durch 100 Bände des Journals hindurch. 1830 erschien 
seine erste Arbeit im 6. Bande des Jonraals und 1890 seine 
letzte im 106. Bande. Die meisten seiner Arbeiten, damnter 
auch seine erste und seine letzte Publikation, liegen auf dem 
Gebiete der höheren Arithmetik oder Zahlentheorie. An- 
dererseits aber verdankt man ihm viele schätzbare Unter- 
suchungen in verschiedenen Theilen der algebraischen Ana- 
lysis, so insbesondere über die Theorie der Beruoulli'schen 
Zahlen und über die Theorie der Kettenbrüche. Ferner ge- 
hört hieher seine Abhandlung ,über die Auflösung der trans- 
Bcendenten Gleichungen", eine von der königlich dänischen 
Gesellschaft der Wissenschaften gekrönte Preisschrift (1840), 
und, als wichtige Erf^nzung hiezu, seine Abhandlung «Ueber 
die Anwendung der Stürmischen Methode auf transscendente 
Gleichungen* (1840). Als selbständiges Werk erschien 18(30 
sein vortreffliches und allbekanntes „Lehrbuch der algebra- 
ischen Analysis". Er ist im 87. Lebensjahre am 30. Januar 
1894 zu Zürich im Hause seines Sohnes, des Historikers 
Alfred Stern, gestorben. 

1} Nacb Uittheilongen von Herrn Collegen Gastav Bauer. 
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John Tyndall. 

In den weitesten Kreisen bekannt war der heryorra<^'( nde 
englische Physiker und Naturforscher John Tyndall, der am 
4. Dezember 1893 auf seinem Landsitze Hind Head bei 
Haslemere ira 74. Lebensjahre verschieden ist. Er konnte 
sich nicht wie so viele seiner mit Glücksgütern gesegneten 
Landdeute sorgenlos seiner Ausbildung und seinen ersten 
Studien hingeben, denn armer Leute Kind musste er sich 
die Mittel daza selbst erwerben. Er war zuerst als Gehilfe 
bei der trigonometrischen Vermessung Englands und dann 
beim Eisenbahnbau beschäftigt, wodurch er nach zehnjähriger 
Arbeit sich so viel erspart hatte, um das ersehnte Ziel, eine 
Universität besuchen und naturwissenschaftliche Studien be* 
treiben zu können, zu erreichen. Es ist ein für unsere 
Universitäten ehrenvolles Zeugniss, dass ein Mann wie Tyndall 
nach Deutschland kam, um sich Wissen zu erwerben. Er 
begab sich zunächst, schon 28 Jahre alt, mit seinem Lands- 
mann Frankland nach Marburg, wo er neben Mathematik 
und Physik die Chemie bei dem vorzüglich auf dem Grenz- 
gebiete der Physik und Chemie tliätigen Bnnsen betrieb und 
auch die Doktorwürde erwarb. Darauf ging er nach Berlin, 
um bei Gustav Magnus zu arbeiten, in dessen Laboratorium 
damals eine ungewöhnlich grosse Anzahl talentvoller junger 
Naturforscher mit Problemen der Physik beschäftigt war. 
Tyndall untersuchte daselbst die Erscheinungen an einem 
Wasserstrahl, dann in Gemeinschaft mit Knoblauch, dem 
jetzigen verdienstvollen Präsidenten der Kais. Leopoldinischen 
Akademie der Naturforscher, das Verhalten krystallisirter 
Körper zwischen den Polen eines Magneten. 

Diese Arbeiten, welche ein ungewöhnliches Talent ver- 
riethen, lenkten die Aufmerksamkeit der englischen Gelehrten 
auf den aufstrebenden Physiker; denn nach seiner Rückkehr 
nach England erhielt er akbald eine Lehrstelle am Queenwood 
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College, dann an der Royal Society und im Alter von 33 Jahren 
die Professur der Physik an der Royal Institution zu London 
als der Nachfolger des genialen Thomas Young und von 
Faraday, des grössten Experimentators seiner Zeit. Und nun 
begann für Tyndall eine an Erfolgen reiche wissenschaftliche 
Thätigkeit. Seine rein physikalischen Forschungen erstreckten 
sich über fast alle Theile dieser Wissenschaft; man verdankt 
ihm namentlich die wichtigsten Bereicherungen der Lehren 
von dem durch Faraday entdeckten Diagmagnetismus, der 
Polarisation des Lichtes, der Wärraestrahlung und der Akustik. 

Tyndall hat sich jedoch nicht nur auf dem Ge]>iete der 
Physik Verdienste ni-worheii ; er war ein umfassender Geist, 
der überall in der Natur Probleme für seine Forschung fand. 

£r hat sich bei der Lösung der so ungemein wichtigen 
Frage nach der Entstehung der niedersten Organismen be- 
theiliget, ob dieselben sich aus den Nährlösungen yon selbst, 
durch sogenannte Urzeugung bilden können oder ob ihr 
Auftreten stets einen schon vorhandenen Keim oder eine 
Organisation voraussetzt. Es gelang ihm als einem der ersten 
in der Luft das Vorkommen von Milliarden von Keimen 
nachzuweisen, welche auch da noch sich finden, wo man sie 
früher zerstört zu haben glaubte; auch gab er im Anschlüsse 
an die Versuche von Schwann, M. Schnitze, Schröder und 
Dusch, Uofmann etc., Metboden an, durch welche man jene 
Keime sicher zu todten vermag. Er hat sich dadurch, nament- 
lich durch seine Abhandlung Über Staub und Erankheit, 
um die Ausbildung der jetzigen Lehre yon der Faulniss und 
Gährung, wodurch man auch ganz andere Anschauungen 
über die niedersten Organismen als Krankheitserreger er- 
halten hat, sehr verdient gemacht. Er war der Ansicht, die 
ersten Keime des Lebendigen wären durch Meteore von ent- 
wickelteren Weltkörpern auf unsere Erde gebracht worden. 

Von mächtiger Wirkung waren seine auf mühsamen 
Wanderungen gemachten Beobachtungen über das Entstehen 
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und die Natur der Gletscher, über die Bewegung derselben 
und über die physikalischen Eigenschaften sowie die Bildung 
des Eises. Es haben diese seine Forschungen viel zu, der 
regen wissenschaftlichen üntersnchang der Alpen beigetragen. 

Auch ist sein Antheil an der Peststellung und der An- 
wendung des Gesetzes von der Erhaltung der Energie, welches 
er in allen seinen Schriften consequent durchführte, zu er- 
wähnen. 

Sehr bemerkenswerth und von grossem Krfolge begleitet 
waren Tyndall*s Bemtlhungen, das durch die Wissenschaft 
Erkannte dem Volke in yerstSadlicher Weise zugänglich zu 
machen t er wollte das Wissen yerbreiten, um das leibliche 

und geistige Wohl des Menscliengeschlechtes zu fönlern. 
Als eifriger Wanderlehrer liielt er durch Klarheit der Dar- 
stellung und Gedankenreichtum wahrhaft mustergiltige Vor- 
trage: über die Wärme, den Schall, das Licht, die Elek- 
trizität etc. welche auch durch treffliche Uebersetzungen 
seiner Fachgenossen und Freunde Helmholtz und Wiedemann 
dem deutschen Publikum bekannt geworden sind. 

Tyndall war ein tiefer Denker, der sich nicht nur mit 
den nächsten Ursachen einer Erscheinung l)ef:i.s.ste, sondern 
auch die gemeinschaftliche Ursache für eine grössere Gruppe 
Yon Erscheinungen zu finden trachtete, und sich viel mit 
der Frage der Wege und der Grenzen der meoschlichen 
Erkenntniss abgab. Eine zur Eröffnung der JahresTersamm- 
lung der British Association zu Belfast gehaltene Rede über 
Naturwissenschaft und Offenbarung rief leidenschaftliche An- 
klagen der Orthodoxen gegen ihn hervor; man wird in 
späteren Jahren nicht mehr verstehen, wie es möglich war, 
die Naturforscher zu bekämpfen, welche in ihrer Wissen- 
schaft ausschliesslich die Erscheinungen festzustellen und die 
Ursachen der Dinge zu suchen haben, aber in der Offen- 
barung kein Objekt ftlr ihre Forschung finden. 

T^dall hat durch seinen Aufenthalt an deutschen üni- 

ISM. Mfttk-phyt. Ol. 2. 10 
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versitäten das Wesen cKt (ientschen Natiiitoijiclior näher 
kennen und schätzen gelernt und namentlich durch seine 
Freundschaft mit Heloiholtz die Beziehungen der englischen 
und deutschen Gelehrten inniger gestaltet und dadurch beiden 
Tbeilen wesentliclie Dienste erwiesen. Es ist mit Tyndall ein 
Forscher Ton grossem Schar&imi und von unermQdlicher 
Ausdaner in der ArMt dahingegangen, der die Wissenschaft 
fiber Alles Hebte und in uneij^ennütziofster Weise seine Mittel 
zu ihrer Lnterstiitznn<^ sowie zur Bef('>rderung des Wohles 
der Menschheit verwendete. Man wird ihn stets zu den be- 
deutendsten Naturforschern unserer Zeit zählen. 

Heinrich Rudolf Hertz. 

Durch den am 1. Januar 1894 erfolgten frflhzeitigen 
Tod des Professors der Physik an der üniYersilAt zu Bonn, 
Heinrich Rudolf Hertz, hat die Naturwissenschaft einen der 

schmerzlichsten Verluste erlitten. 

Hertz wollte sich anfangs dem Baufache zuwenden und 
besuchte zu diesem Zwecke die technischen Hochschulen zu 
Dresden und Berlin; aber immer mehr trat bei ihm die 
lebhafteste Neigung für die Mathematik und die Physik 
henror, so dass er sich bald ganz dem Studium derselben, 
zuerst in Mfüichen und dann in Berlin bei Helmholtz, widmete. 
In kürzester Zeit hatte sich der ausserordentlich talentvolle 
junge Mann, namentlich durch seine mit grösstem Scharf- 
sinn erdachten und mit seltener Beherrschung der Mittel 
durchgeführten elektrischen Versuche an die Spitze der Physiker 
gestellt. Nachdem schon vor ihm Manche, wie Faraday und 
besonders Maxweil, gewisse Beziehungen des Lichtes und der 
Elektrizität angenommen und glaublich zu machen versucht 
hatten, femer Bezold dieselben durch höchst bemerkenswerthe, 
von Hertz voll anerkannte Versuche erwiesen hatte, gelang 
es Letzterem den sicheren Beweis des innigen Zusammen- 
hanges von Licht und Mektrizitftt zu führen. Er zeigte in 
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seinem berühmten Buche ,über die Ausbreitung der elek- 
trischen Kraft*, dass die elektrischen Wirkungen sich wie 
die Lichtwellen ausbreiten, dass sie ebenfaUs auf Schwingungen 
des Aethers beruhen, dass die elektrischen und magnetischen 
Schwingungen wie die des Lichtes transversale sind, dass 
sie sich mit der nämlichen Geschvrindigkeit wie die des Lichtes 
fortpflanzen, dass sie durch metallische Wände reflektirfc, 
durch Hohls|)iegel gesammelt, durch Prismen aus Asphalt 
gebr(jchen weiden, durch Isolatoren wie die Liclitwellen durch 
Glas hindurchgehen, und die Erscheinungen der Polarisation 
zeigen können. Er hat die Länge der elektrischen Wellen 
gemessen und gefunden, dass sie viel grosser sind wie die 
Lichtwellen und eine Länge von mehreren Metern besitzen. 
Die Wellenbewegungen von einer sehr grossen Anzahl von 
Schwingungen in der Sekunde erregen unsere Netzhaut und 
bringen in uns die Empfindung des Lichtes hervor, bei einer 
geringeren Anzahl von Schwingungen haben wir die dunkeln 
Wärmestrahlen mit ihrer Wirkung auf die Therniosäule, 
und bei einer noch geringereu Anzahl die elektrischen Wellen- 
erscheinungen. 

Durch das hohe Literesse, welches diese Entdeckungen 
Ton Hertz bei jedem denkenden Menschen erregen mussten, 
ist sein Name auch ausserhalb der engeren Fachkreise weit- 
hin bekannt geworden ; man durfte die grössten Hoffiiungen 
in die fernere Tliätigkeit des noch nicht 37 Jahre alten, in 
vollster geistiger Kraft stehenden Forschers setzen, welche 
nun durch sein Hinscheiden vernichtet sind. 

Hertz war eine Yornehme Natur, von edelster Gesinnung 
und tief bescheidenem Wesen. Noch wenige Wochen vor 
seinem Tode hat der schwer leidende Mann in einem an 
mich gerichteten Schreiben (yom 26. November 1893), in 
welchem er mich ersuchte, der Akademie, die ihn zu ihrem 
Mitgliede er^hlte hatte, seinen Dank auszusprechen, dieser 
Bescheidenheit den rührendsten Ausdruck gegeben. Ich 

10* 
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kann es mir nicht versagen, in diesen seinem Andenken ge- 
widmeten Zeilen seine Worte wiederzugeben; er schreibt: 
»Gleichzeitig aber bitte ich Sie auch, freundlichst der Ver- 
mittler meiiies Dankes an die Akademie selbst sein zu wollen, 
welche mir eine so grosse Freade bereitet hat mid mir eine 
Ehre erwiesen hat, die mir unendlich theuer ist. Mit ge- 
rechtem Stolze erfallt mich der Gedanke, nan in einen Kreis 
aufgenomraeu zu sein und ihm zugerechnet zu werden, 
welcher mir, wie ich mich wohl erinnere, schon während 
meiner Studienzeit in München als eine hoch und unerreichbar 
über mir schwebende Verkörperung idealen wissenschaftlichen 
Strebens erschien. Mit Schmerz erfüllt es mich freilich auch, 
dass ich nnn in diesem Kreise nicht mehr diejenigen Männer 
begrfissen kann, welche damals in engerem Sinne meine 
Lehrer waren; Tor allen wünschte ich gar zu gern den von 
mir hochverehrten v. Beetz noch als CoUegen die Hand 
schütteln zu können, dessen einfaclie (le wisse nhaftigkeit in 
der Forschnnf( und milde Freundlichkeit als Lehrer mir immer 
als Vorbild vorgeschwebt hat. Doch dies liegt im natür- 
lichen Lauf der menschlichen Dinge und auch so fühle ich 
durch diese Aufnahme dankbar die Vorstellungen und Em- 
pfindungen in mir aufleben, mit welchen es mir Tergönnt 
war, mich in Mfinchen zuerst der reinen Wissenschaft zu- 
zuwenden*. 

Für alle Zeiten wird man gedenken, dass Hertz es war, 
der das neue grosse Gel)iet der elektrischen Wellen und 
Strahlen durch Experimente erschlossen hat, welche der Aus- 
gangspunkt für heute noch ungeahnte weitere Erkenntnisse 
sein werden. 

Alexander Theodor y. Middendorff. 

Der angesehene russische Naturforscher und Beisende 
Alexander Theodor von Middendorff ist am 28. Januar 1894 

auf seinem Gute zu Hellenorm in Livland in einem Alter 
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von 78^/2 Jahren nach Vollendung seiner Lebensaufgabe 
gestorben. In St. Petersburg geboren, studirte er an der 
Universität Dorpat Medizin und erwarV) sich daselbst den 
Grad eines Doktors der Heilkunde. Seine Begabung sowie 
auch die Neigung noch wenig bekannte Länder zu sehen 
und deren Fauna und sonstige Eigenart kennen zu lernen, 
ftthrten ihn zu eingehenden naturwissenschaftlichen Studien, 
welche er an den Universitäten zu Berlin, Erlangen, Wien 
und Breslau eifrig oblag. Durch dieselben wolil vorboreitet, 
wurde er nach der Rückkehr in sein Vaterland zum Adjunkten 
des Professors für Zoologie an der Universität Kiew bestellt, 
begann aber ein Jahr darauf im Alter von 25 Jahren seine 
amfassenden Reisen, für welche er durch glückliche Eigen- 
schaften des Körpers und Geistes in hohem Grade geeignet war. 

Die erste Reise führte ihn mit der Yon Carl Emst t. Baer 
geleiteten Expeditien an das weisse Meer und nach Lappland, 
wo ihm die Aufgal)e zufiel, die Vogelwelt des hohen Nordens 
zu studieren. Dadurch wurde man in den Kreisen der kais. 
russischen Akademie der Wissenschaften auf ihn aufmerksam 
und erwählte ihn, nachdem er vorher zum ausserordentlichen 
Professor der Zool<^ie in Kiew ernannt worden war, zum 
Leiter der auf Veranlassung der Akademie ausgesandten grossen 
Expedition in den äussersten Norden und Osten Sibiriens, 
wobei er durch das Pamirland bis an den Amur vordrang. In 
Folge der glücklichen Ergebnisse dieser kühnen und für die 
Naturgeschichte überaus fruchtbaren Heise wurde er Adjunkt 
für Zoologie an der Petersburger Akademie, dann ausser- 
ordentliches und ordentliches Mitglied und später Sekretär 
und Ehrenmitglied dieser Akademie, zu deren bekanntesten 
Mitgliedern er zahlte. Er hat darnach noch mehrere Reisen 
gemacht; mit dem GrossfÜrsten Alexis Alexandrowitsch nach 
der Krim nnd durch das Mittelmeer nach Teneriffa, Orotava 
und den Cap Verdi'^chen Tnseln; dann mit dem Grossffirsten 
Wladimir Alexandrowitsch in das mittlere und südliche 
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Sibirien an den Altai bis zar cbinesischen Grenze; mit dem 
GrossfElrsten Alexei nach dem Norden Rasslands, nach dem 

Weissen Meer. Nowaja Semlja und Island; hierauf noch 
seine berühmte Keise in das Fer|i:luina-Gebiet und endlich 
eine letzte abermals in den Norden Russlands. 

Die Resultate dieser Fahrten, welche er in grösseren 
Werken beschrieb, waren für die Kenntniss Russlands, seine 
geologischen, geographischen, ethnographischen nnd meteoro- 
logischen Verhältnisse und fttr die Wissenschaft sehr nützlich. 
Vor Allem wichtig sind die ornitfaologischen Ergebnisse der 
Lappländer Reise; die 1 uikIp der Reise in den äussersti-n 
Norden und Osten Sibirien-, l^'i deren Bearbeitung er die 
zoologische Abtheilung übernommen hatte, welche eine wür- 
dige Ergänzung zu den früheren Arbeiten von PaUas bildet; 
die Beschreibung der Barobins&ensteppe im asiatischen Russ- 
land, die Untersuchung des Golfstroms ostwärts vom Nordkap 
und seine Einblicke in das Ferghanathal im Süden von Tar- 
kestan. Von besonderer Einsicht and kritischer Schärfe 
zeugen ferner die Untersuchungen an Schädeln des gemeinen 
Land baren als Bcleuclituug der Streitfrage über die Arten 
fossiler Landbären; die Beiträge zur Malacozoologia rossica 
waren für die Kenntniss der Thierwelt des russischen Reiches 
von Bedeutung; auch sind seine Angaben über die Walu> 
scheinlichkeit eines im Vergleich mit dem Meerwasser der 
Jetztzeit höheren Gehaltes an Bittererde in dem Wasser 
vieler Meere der Juraperiode, sowie seine Untersuchung über 
die Temperaturen im Scherginschacht zu Jakutzk hervor- 
zuheben. 

Middeiidortf hat sich durch diese Arbeiten einen wohl- 
verdienten Ruf als Naturforscher, Geograph und Ethnograph 
gemacht. 
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Peter Josef van Beuedon, 

Professor der Zoologie und Tergleichenden Anatomie an der 
UniTersitat Ldwen, eines der thatigsten Mitglieder der belgi- 
schen Akademie und einer der bedeutendsten Katurforscher 
seines Vaterlandes, ist am 8. Jannar 1894 im boben Alter 

von 84 .luhren gestorl)en. Er hatte wie so viele andere 
Naturforscher anfänglich Medizin studirt, interessirte sich 
aber von früh an lebhaft für die Organisation der Thiere. 
Sein Name wurde zuerst bekannt durch die wichtigen Studien 
über die Fauna der belgischen Nordsee, wozu er sich aus 
eigenen Mitteln in Ostende ein Laboratorium und ein Aquarium 
eingerichtet hatte, als erste am Meere gelegene zoologische 
Station in Europa. Seine grSsste Leistung waren seine Unter- 
suchungen über die Parasiten des Thierkörpers; in seinem 
grossen Werke über die Geschichte der Entwicklung der 
innerlichen Würmer hat er die vielfachen Umgestaltungen 
und die sonderbare Vermehrung der Eingeweidewürmer als 
einer der ersten nachgewiesen und den feineren Bau, sowie 
die Entwicklung, die Metamorphosen, die Fortpflanzung nnd 
die ganze Lebensgeschichte dieser Thiere auf das Genaueste 
beschrieben. Gleichzeitig mit unserem verstorbenen GoUegen 
yon Siebold, oder eigentlich schon vorher, hatte van Beneden 
die entozootische Fauna der ozeanischen Fische, besonders 
der IJochen und Haie, untersucht und gezeigt, dass die als 
blosse Küi)fe oder finnenartige Parasiten in verschiedenen 
Organen vorkommenden liandwurniköpfe (Tetrarhynchusköpfe) 
aus wandernden Embryonen hervorgehen und sich dann in 
dem Darmkanal von Fischen, welche dieselben mit den Wirthen 
verschlungen haben, durch Gliederbildung in die geschlechts- 
reifen Formen verwandeln. Dadurch lieferten van Beneden 
und Siebold den Beweis für Steenstrup*s Anschauung über 
den Generationswechsel, nach welcher der Kopf des Band- 
wurmes eine iarvenartige Amme ohne Geschlechtstheile dar- 
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stellt, die Glieder aber die Geschlechtsthiere repi^seniiren. 
Es exisürt somit in einem gewissen Stadium der Entwicklang 
yon den späteren Bandwürmern nar der selbständig lebende 

sogenannte Kopf (Scolex), der allmählich unter günstigen 
Vorliiiltnissen an seinem hinteren Ende ein Glied nach dem 
anderen hervortreibt. Die in den Orf^anen abgelagerten 
ßlasenwürmer hatte Siebold für pathologische Gebilde ge- 
halten, während van Beneden darthat, dass sie sich an die 
Tetrarhynchusköpfe anschliessen und unreife Zustände der 
Bandwürmer darstellen, die sich ebenfalls dann im Darm ge- 
eigneter Thiere in Bandwürmer verwandeln. 

Diese seine ITntersuchungen haben die Annahme einer 
ürzpiignng, welclie man hei den Eingeweidewürmern noch 
am längsten festgehalten hatte, da man deren Entstehung 
aus vorhandenen Eiern nicht nachzuweisen im Stande w^ar, 
erschüttert und gestürzt. Die französische Akademie krönte 
sein Werk mit dem grossen Staatspreise für Naturwissenschaft. 

van Beneden steUte in einer bedeutsamen Arbeit den Unter- 
schied zwischen Parasitismus und Commensalismus in der 
Thierwelt auf; die bei dem Menschen und den Hausthieren 
nicht vorkommenden Commensalen sind darnach nur schein- 
bare Tarasiten, Geschöpfe, die zwar ganz nach Parasitenart 
auf grösseren Thieren leben und durch ihre Organisation 
den Parasiten ähneln, aber doch keine SchmarotKer sind, 
indem sie nicht von den Säften und Geweben ihres Tragers 
sich nähren, sondern als Mitesser von den Nahrungsstoffen 
desselben zehren. 

In einer späteren Abhandlung beschrieb er die lebenden 
und fossilen Walfische, zu welchem Zwecke er sich an 
mehreren Expeditionen zum Fange dieser grossen Säuger be- 
theiligte. Auch als Paläontologe hat er sich verdient ge- 
macht, indem unter seiner Leitung die bei den Befestigungs- 
arbeiten Ton Antwerpen ausgegrabenen fossilen üebenreste 
Ton Seetbieren präparirt und aufgestellt wurden. 
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van Beiiedpii gehört zu den Begründern der heutigen 
vergleichenden Anatomie; er war einer der Ersten, der die 
Zoologie aus den Fesseln einer bloss äusserlichen Beschreibung 
der Arten befreien half. 

Alplionse de Candolle. 

Am 4. April 1893 ist zu Genf der berühmte Botaniker 
Alphonse de Candolle*) aus dem Leben geschieden. Er hat 
vor Allem das Verdienst die von seinem Vater Pyramus 
de Candolle begonnenen grossen systematischen und pflanzen- 
geographischen üntemehmnngen in der erfolgreichsten Weise 
fortgesetzt za haben. Durch den Einfluss des Vaters, in 
dessen Besitz sich umfassende Pflanzensammlangen und eine 
■werthvolle Bibliothek befanden, wurde die Neigung zur 
Botanik in ihm erweckt; aber nachdem er anfangs an der 
Universität zu Genf Vorlesungen über Philosophie, beschrei- 
bende Naturwissenschaften und Physik gehört hatte, ver- 
anlasste ihn in den damaligen kritischen Zeiten der Vater 
vorerst die Jurispmdenz zn absolviren und den juristischen 
Doktorgrad zu erwerben, nm sich eine sichere Lebensstellung 
zu yerscbaffen. Erst darnach gab er sich ausschliessHch 
den botanischen Studien unter der Leitung seines Vaters hin. 
Bald vennochte er den Letzteren in dem akademischen Unter- 
richte zu unterstützen, so dass er schon im Alter von 29 Jahren 
als sein Nachfolger erwählt wurde, nachdem jener sich von 
dem Lehramte zurückgezogen hatte, am ganz seinen wissen- 
schaftlichen Unternehmungen sich widmen zu können. Nach 
dem Tode des Vaters war er der Erbe des Herbariums, der 
Bücher und der Aufzeichnungen desselben; er hatte aber 
damit auch die VerjjHiclitung ererl)t, dieselben im Sinne des 
Verblichenen fortzuführen und für die Wissenschaft nutzbar 
zu macheu. Dies hat er nun auch in einer so freigebigen 
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und unoiVennüt'/igen Weise ^ethan, wie es noch nie von 
einem 1 lutaiiiker t,'es('hehen war. Im Alter von 44 Jahren 
wurde er zu seinem i^clinierz durcli politische Einflüs.se ge- 
nötliiij:!, seiner Professur und der Yoi^tandschaft des botani- 
schen (Jartens zu Genf zu entsagen, was aber seinen wissen- 
schaftlichen Arbeiten zu Gute kam, ja sie in ihrer Aus- 
dehnung erst ermöglichte. 

Es sind Torzttglich zwei Werke, durch welche Alphonse 
de Candolle sich schwerwiegende Verdienste um die Wissen- 
schaft erworben hat, jedes für sich ausreichend, um dem 
Manne die dauernde Dankbarkeit der Fachi^enossen zu sichern 
und ihm eine Stelle unter den ersten Förderern der Wissenschaft 
zu gewinnen: der von seinem Vater im Jahre 1826 begonnene, 
von A. de Candolle (von dem im Jahre 1844 erschienenen 
VIII. Bande ab) fortgesetzte und im Jahre 1873 (mit dem 
XVII. resp. XX. Bande für die Dicotyledonen) abgeschlossene 
Prodromus systematis naturalis regni vcgetabilis (gefolgt von 
den Snites au Prodromus für die Monocotyledonen etc.); femer 
dessen Geographie botanique raisonnee (1855). 

Durch das erstere, <]^ro8se allgemeine Pflan/.enwerk, von 
welchem er seihst wesentliche Theile verfasste, und zu dessen 
Durchführung es trotz des Zaubers, den der 2}ame de Candolle 
auf die Systematiker ausübte, einer zielbewussten Ausdauer 
und Energie bedurfte, wie sie eben A. de Ca^doUe aus- 
zeichnete, hat derselbe der Gewächskunde ein tieferes Funda- 
ment geschaffen, welchem er die grOsstmögliche Festigkeit 
und Nutzharkeit dadurch zu geben verstand, dass er ihm ein 
jederzeit erneuter Berathung zugängliches Archiv, eine Samm- 
lung nuturliistorisclier Dokumente zur Seite stellte, indem er in 
dem Herbarium Prodromi soviel nur immer möglich und in einem 
Maasse, wie es bis dahin noch nirgends geschehen war, ein 
reiches Material für die Bearbeitung der einzelnen Familien 
zu vereinigen und nach der Bearbeitung für die Dauer nieder^ 
zulegen bestrebt war. £s bedurfte in einer Zeit, in welcher 
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die systemiitisclie Arbeit durch die in den Vordergrund <i;t'- 
iretene anatomische uud entwicklungsgeschichtliche Kichtung 
eine wesentliche Einbusse erlitten hatte und noch fem Yon 
dem jetzt durch die Anwendung eben dieser Richtungen auf 
sie gewonnenen Au6chwnnge war, der ganzen Hingebung 
eines ftlr die ererbte Aufgabe begeisterten Mannes, wie 
A. de Candolle, um dieselbe zu entsprechendem Ende zu 
führen. Nach dem richtigen, in seiner „Pliytographie" 1883 
gemachten Aus.s})ruche A. de Candolle's selbst, dass die 
System atisch-descriptiven Werke am längsten ihren Werth 
behalten, mag man getrost den Prodromus als das wichtigste 
Werk de Candolie^s betrachten, wenn er auch nicht lediglich, 
wie seine Fflanzengeographie, ihm selbst seinen Inhalt ver- 
dankt. Mit demselben hSngt auch A. de Gandolle*s verdienstvolle 
Arbeit bezüglich der gesetztuitssigen Regelung der l)otaiiischeii 
Nomenclatur (unter Sanctioiiirung durch den internationalen 
botanischen Oongress zu Paris im Jahre 1867) zusammen. 

Durch das zweite, durch Alexander von Humboldt's 
Schriften fiber die Verbreitung der Pflanzen sowie durch die 
Arbeiten seines Vaters angeregte Werk, die Geographie 
botanique, erscheint A. de Gandolle gleichsam als der Schöpfer 
der pflanzengeographischen Disziplin, insofeme sich dieselbe 
die Erforschung der ursächlichen Momente für die gegen- 
wärtige Vertheilung der l*tlany.en\velt auf der Erdoberfläche 
zum Ziele setzt. Vm das „iierum cognoscere causas", wie 
er direkt hervorhob, liandelte es sich ihm dabei, und nicht 
bloss, was bis dahin im Wesentlichen die Pflanzengeographie 
ausmachte, um die B^strirung und Schilderung der that^ 
sächlichen Verhältnisse in der Vertheilung der Pflanzen. 
Er wendete namentlich der Abhängigkeit der Pflanzenver- 
theilung von dem Einflüsse der Wärme und des Lichtes sein 
Augenmerk zu und nahm zugleich entsprechende Rücksicht 
auf die damals bereits bekannt gewordenen geologisclien Be- 
funde, jedoch nicht ohne entsprechende Vorsicht bei ihrer 
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Verwerthung zn üben und zu verlangen. Mit besonderer 
Vorliebe ging er der Vertbeilung und dem Ursprünge der 
Kulturpflan/en nacb, ül)or welche er noch in seinem 77. Jahre 
(1883) eine besondere, iu den weitesten Kreisen geschätzte 
Arbeit (Origine des plantes cultivees) lieferte, welche ebenao 
seinen anermüdlichen Fleus wie seinen kritischen Sinn her- 
Toitreten iSsst. 

Eine besondeTs originelle Schrift ist seine: Histoire des 
sciences et des sayants depuis denx sidcles, snivies d*aatres 
^tndes Sur des sujets scientifiqnes, en particulier sur la s^ection 
dans l'espece humaine (1S78), in der er in geistreicher Weise 
die Leistungen der Gelehrten aus ihren Eigenschaften abzu- 
leiten suchte. 

Die Werke de Candolle's sind auf eine durch einen 
erstaunlichen Fleiss und eine musterhafte Genauigkeit und 
Treue der Untersuchung gewonnene umfassende Er&hrung ge- 
gründet: sie werden daher einen f&r alle Zeiten bleibenden 
Werth in der botanischen Wissenschaft besitzen. 

Arcangelo Scacchi^) 

geboren den 9. Februar 1810 in Gravina (Bari) auf Sizilien, 
Senator des Königreichs Italien, Proüessor der Mineralogie 
an der Üniversitat und Direktor des mineralogischen Museums 

zu Neapel, seit 1867 auswärtiges Mitglied unserer Akademie, 
.starb am 11. Oktober 1893 in Neapel, wo er mehr 'dU 
50 Jahre hindurch gewirkt hatte. 

Am meisten bekannt ist Scacchi wohl durch seine Ar- 
beiten über den Vesuv. Seit 1842 widmete er seine Zeit 
dem Studium der Eruptionen dieses Vulkans und der Produkte 
desselben, und ihm verdanken wir wesentlich die Kenntniss 
der grossen Mannigfaltigkeit Ton Mineralien, welche sich 
theils als sublimative Bildungen auf den Layen des Kraters, 

1) Nack Mittheilungen von Herrn GoUegen Paul Oroth. 
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theils in den zahlreichen Auswiirfiinf^en der Soinina, hier 
meist metamorphischer Entstehimg, tinden. Nicht nur von 
den früher bereits bekannten Mineralien lieferte er ein- 
gehendere Untersuclinngen, welche, wie die herühmte Arheit 
üher die Hnmitgmppe, die Grundlage jedes weiteren Stadiums 
derselben geworden sind, sondern auch die Entdeckung zahl- 
reicher neuer Mineralien, zum Theil noch gar nicht bekannter 
chemischer Verbindungen, war das Ergebniss seiner Vesuv- 
studien, welche besonders bei den sehr vergänglichen Subli- 
mationsprodukteu mit grossen Schwierigkeiten verbunden 
waren. Trotzdem war er stets darauf bedacht, jene in 
solchen Mengen zu sammeln, dass sie nicht nur zu seinen 
Untersuchungen und zur Bereicherung des Ton ihm geleiteten 
Museums dienen konnten, sondern ihn auch m den Stand 
setzten, seinen Fachgenossen in reichlicliem Maasse davon 
mitzutheilen. Dies that Scacchi nun in einer selten liberalen 
Weise und ermöglichte dadurch auch eine Ueihe wissen- 
schaftlicher Arbeiten Anderer über Vesavmineralien , ebenso 
wie er gern fremde Sammlungen durch Abgabe von Mineralien 
unterstOtzte. So verdankt auch die hiesige Sammlung, an 
ältermi Vorkommnissen des VesuT wohl eine der reichsten 
ausserhalb Italiens, ihm wesentliche Vervollständigung durch 
seltene neuere Vorkommen. In chemisch-geologisciier Be- 
ziehung nicht minder wichtig, als seine Studien am Vesuv, 
war seine Untersuchung der Huorhaltigen Auswüriiinge der 
bis dahin unbeachteten kleinen Vulkane, welche die Tuffe 
Ton Samo und Nocera in der Campagna henrorgebracht 
haben, weil diese über Fumarolenwirkungen belehrten, welche 
eine merkwürdige Aehnlichkeit ihrer chemischen Produkte 
mit gewissen, in den ältesten massigen Gesteinen, besonders 
den Graniten, vorkcjmnienden Mineralbildungen zeigen. 

Neben diesen mineralogischen und geologischen Studien 
beschäftigten Scacchi zahlreiche und umfangreiche Arbeiten 
auf dem Gebiete der chemischen Krystallographie. Seine 
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mit höch-tor Sorgfalt ano;estellten Beobachtun^'en über die 
Schwankungen der Flächenwiukel der Krystalle und die Ver- 
schiedenheiten der physikalischen und krystallographischen 
£igexifichaftea chemisch übereinstimmender Körper föhrten 
ihn anf theoretische Vorstellungen, welche er in seinen 
Pablikationen über ^Polyedrie* und «Polysymmetrie* nieder- 
legte. Wenn diese Vorstellungen auch heute nicht mehr 
als anerkannte gelten können, so behalten doch seine Be- 
obachtungen selbst stets hohen Werth in Folge der geradezu 
mustergiitigen Sorgfalt, mit welcher dieselben angestellt und 
in Wort und Bild wiedergegeben sind, so dass es möglich 
ist, sie in ganzem Umfange als thatsächliche Grandlagen der 
inzwischen aus den Fortschritten der Wissenschaft sich er- 
gebenden Anschauungen zu benutzen. Namentlich enthalten 
seine Arbeiten über die rechts- und linksweinsauren Salze 
ein hochinteressantes und bisher noch viel zu wenig berück- 
sichtigtes Material von Beobachtungen über gewisse merk- 
würdige Hennedrieverhältnisse, welche erst in neuester Zeit 
als theoretisch möglich anerkannt, von ihm aber schon vor 
Jahrzehnten richtig beobachtet und beschrieben worden waren, 
so dass diese Arbeiten in nicht geringerem Grade, als die 
zuerst erwähnten f für alle Zeiten eine grosse Bedeutung für 
die Entwicklung der Krystallographie behalten werden. 

Scacchi war einer der angesehensten Gelehrten Italiens; 
sein Name wird für immer mit dem des Vesuv 's verknüpft 
bleiben. 
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Sitzung vom 6. Hai 1894. 

1. Herr N. ROdinger bslt unter- Vorzeigung; von ana- 
tomischen Präparaten einen Vortrag: ,über die Gell im e 
verschiedener H underacen". 

2. Herr Hugo Seelioer macht eine Mittheilung : .Max- 
well'e und Hirnes Untersuchungen über die Consti- 
tution des Saturnringes*. 

3. Herr E. V. Lommel legt eine Arbeit der Herren 
L. Graetz und L. Fomm: ,ül)er normale und anomale 
Dispersion elektrischer WeUen'' vor. 

4. Herr Ludwig Boltzmank bespricht drei Abhandlungen 

a) von dem Vortragenden: ,tiber den Beweis des 
Maxwe Irschen Geschwindigkeitsverthei- 

lungsgesetzes unter G asmolek ülen"' ; 

b) von dem Vortragenden : »zur Integration der Dif- 
fusionsgleichung bei variabeln Diffusions- 
coefficienten"; 

c) von Prof. A. Wassvuth in Grta: „tiber die An- 
wendung des Prinzips des kleinsten Zwangs 
auf die Elektrodynamik*. 

5. Herr W. v. GüMBEL überreicht eine Abhandlung des 
auswärtigen Mitgliedes F. T. Sandbergbb in Würzburg: 
»über die Erzlagerstätte von Goldkronach bei Bern- 
eck im Fichtelgebirge*. 
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Maxwell's und Hirn's UiitersucliungGii über die 
Constitution des Saturnringes. 

Von H. Seeliger. 

(SiHgtUutfm 5. Mai.) 

Bei Tonchiedenen Gelegenheiteti habe ieh darauf auf- 
merksam gemacht, dass ein Theil der Untersuchungen Max- 
well's*) über den Saturnring keinesweg.s einwandfrei ist und 
dass sich gegen die Richtigkeit der von ihm aogewandfcen 
Integrationsmethode begründete Zweifel vorbringen lassen. 
Ich möchte mir erlauben im Folgenden auf diesen Gegen- 
stand zurQokzukommen, hierbei aber auch auf die von Hirn*) 
veröffentUchten Untersuchungen, die wenig bekannt zu sein 
scheinen, in Kürze eingehen. Wie schon die ganz verschie- 
denen Wege, welche beide Forscher gehen, klar zeigen, ist 
die Hirn'sclie Abhandlung ohne Kenntniss der mehr als 
16 Jahre früher ausgearbeiteten Untersuchung von Maxwell 
entstanden. Eis wird dies im Uebrigen noch besonders in 
einem von Hirn an Moigno gerichteten Briefe hervorgehoben, 
welcher der Abhandlung als Anhang beigegeben ist. 



1) On ihe Stabüity ol' the motion of Saturn'a Ring. An Essay, 
irbich obtained the Adams Frize for tbe year 1856 in tbe University 
of Cambridge. 

2) Htooire snr les oonditions d*^uilibre et snr la natnie pro- 
bable de« aaneaox de Satnme, pr^sentä le 16 Septembre 1872 & 
FAcad^mie des Sciences. 

ISM. mM^-^jn. Cl. S. 11 
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Was die Mazweirsche üntersachnng betriflffc, so werde 
ich micli hier im Wesentlichen nur mit seiner Theorie der 
Bewegung eines festen Ringes beschäftigen. Die Mazwell- 

sclie Arbeit enthält bekanntlich noch sehr viel mehr und 
darunter sehr interessante Dinge, freilich nicht alles in wün- 
schenswerther oder auch nur erforderlicher Strenge. Hierauf 
zurückzukommen, moss ich mir für eine spätere Gelegenheit 
Torbehalten. 

Zunächst möchte ich aber an die Ton Laplace in der 

Mecanique Celeste gegebenen Entwicklungen ankntipfen und 
einige Hemerknngen anschliessen, da hierdurch die Sachlage, 
wie sie die Annahme einer festen Constitution der Saturn- 
ringe schaff}, nicht schwieriger zu klären sein dürfte, als 
durch die viel complicirteren aber nicht strengen Unter- 
suchungen Ton Maxwell oder die Bemerkungen Yon üim. 

Es seien B und 8 die Gesammtmasse des Ringes und des 

Saturn und mit denselben Buchstaben mögen die beiden 
Schwerpunkte bezeichnet werden. 

Es sei femer r die Entfernung B8^ ^ der Winkel, 
den RS mit einer festen durch B gehenden Richtung bildet, 
g> der Winkel, den BS mit einer durch B gehenden mit 
dem Ringe fest verbundenen Richtung bildet, c^m ein Massen- 
element des Ringes und ^, r' seine Entfernungen von Ii 
bezw. von S. 

Setzt man dann qp-f-^=^ und ausserdem das Potential 



wo k die Anziehungsconstante ist, so werden die zuerst Ton 
Maxwell aufgestellten Differentialgleichungen f&r die Bewe- 
gung von B gegen 5, sofern die Bewegung als in der Ring- 
ebene vor sich gehend betrachtet wird : 
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ä ( 

dt \ 



-'Kdi) = 



dV 

d q> 

■ dr 



R 



di> 



(l) 



Es werde nun der von Laplace betrachtete Fall eines 
homogenen unendlich dfinnen Kreisringes betrachtet Hier 
ist V unabhängig von q> und demzufolge, wenn y eine Con- 
stante bedeutet: 



''II"'' 



<P r 
d^ 



(d^y^^ B + S rv 
\dt) R 'dr 



Führt man rechtwinkelige Coordinaten x =^r cos%^^ 
y = r sin •d' ein, so kann man schreiben : 

d^'x ^ R-^ S dV X 
dt* R dr ' r 

d^y^R_±S aF£ 
d> R~ 'dr r 



S beschreibt also um das Ceiitrum 
Central be w egung. 



des Kreisrioges eine 



a V 

Nun ISsst sich leicht zeigen, dass — stets positi? ist, 

c r 

woraus folgt, dass 8 vom Centruni des Kreises abgestossen 
wird. Die Bewegung ist also instabil und ein Zusammen- 
stoss des Ringes mit dem Satumkörper unausbleiblich. £s 
soll hier gezeigt werden, in wie hohem Grade der Zustand, 
wenn 8 genau im Centrum des Kreises sich befindet, instabil 
ist xmd wie eine minimale Verschiebung ausreicht, um das 
Auffiillen des Ringes auf den Saturn in kurzer Zeit herbei- 
zulühren. Erhält S eine sehr kleine Geschwindigkeit c vom 

11* 
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Kreisniittelpunkt fort , so wird es sich offenbar in gerader 
Linie dem Hinge nähern. Man hat dann 



und hieraus 



R + 8 dV 



(2) 



wo der Werth you F fttr r » 0 ist. Ftlr F eigieht sich 
sofort, wenn a der Bingradius ist: 



F = 



0 



27t I y^_|. aa_2arco8V' 



Mit Hülfe der Transformation 

sin ijj 



V 



— sin« 



1 — 2 — ooäW-\- -i 



kann man für alle Rechnungen Tiel bequemer schreiben: 



du 



Man hat also jetzt 



7t a 



n 

2 



d u 



2 
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f 

Entwiekeli mui nocli Potenzen yon — und setist zur Ab- 

a 

kürzuog : 

r 

a 

,=i+(iy.^+(|:^y^+... 

2a 

so wird einfach 

, ^ adx 



Um die Zeit t zu berechnen, welche veriiiesst vom Anfange 
der Bewegung bis zum Zusanimeustoöse der SaturuoberÜäcbe 
toit dem Hinge, hat man: 



t = 

0 

wobei den Endwerth von x bedeutet. 

Das Integral kann unschwer mit beliebiger Annäherung 
berechnet werden. Ich begnüge mich, seinen Werth zwischen 
zwei genügend nahe Grenzen einzuscblieü^eu. Man iiieht 
sofort, dass 

J** dx . C ^ ^ 



wobei 



v=»»[i+(|)**.»+(i:|)V+..] 
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Mau bat demzufolge: 



log J^i£l±1^±Ü*i!] 



Der Saturnring könnte nach Ansicht von Laplace aus 
einer sehr grossen Anzahl unendlich dünner Ringe, welche 
aber inhomogen sind, bestehen. Der Augenschein lehrt aber, 
dass der Satamring, als Ganzes aufgefaast, den Eindruck einer 
im hohen Grade homogenen Bfassen-Anordnung in periphe- 
rischer Richtung macht und man wird die Bewegung von S 
gegen das gemeinsame Centrum dieser liiiige jedenfalls nahezu 
erhalten, wenn man den ganzen Saturnring als eine breite 
aber unendlich dünne Scheibe ansieht. Bezeichnet dann 
und ttj den Radius der inneren bezw. der äusseren Begren- 
zung, a die Entfernung eines Ringelementes vom Ringcentrum, 
Ö die homogene Dichtigkeit, so ist jetzt zu setzen: 



«j 0 



Benutzt man wieder die oben angewandte Transformation, 
und führt die Integration in Bezug auf a aus, so ergiebt sich : 

V=4:kUX 
- 1 

«1 J^|/ 1 — ^^^^ u du — »0 J^j/ ^ ^^^^ ^du\ 



I 



Analog dem früheren wird man zur Abkürzung setzen 

r 
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,_, + (l)-..»_i±,«^+.V + .... 

Hierdurch erhält man 

und die Zeit t vom Anfange der Bew^ng bis sum Zu- 
sammenstosse der inneren Ringb^p^nzung mit dem Saturn- 
körper wird: 



E.> könnte t nun wieder innerhalb gewisser Grenzen einge- 
schlossen werden. Für die folgeude Abächätzung geuügt es 
aber vollkommen zu setzen: 



In der m. Entfernung 9.539 erscheinen die Grössen 
Oq, und der Radius des Saturn unter den scheinbaren 
Winkeln 19". 75, 13". 75, 8". 65. Es ist hierbei nur der helle 

Rinf;^ in Betracht «gezogen, also der Florrinf:^ ganz unberück- 
sichtigt gelassen worden, wodurch natürlich t zu gross wird. 
In den gewöhnlichen astronomischen Einheiten ausgedrückt, 
ergiebt sich so: 

logA =7.8684—10 
log 9.4906 -10 

und hiermit: 



< = [9.0137]bgn.t(l^-711 + j/r+E*-y:'^J 
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t erhält man also in Tagen. Die in eckige Klammern ge> 

setzten Zahlen bedeuten Brigg. Logaritlimen , deren zage* 

hüri<]je Zulileii zu iiebiuen sind. Da es sich \n den folgenden 
Zahlen nur um äusserst kleine c handelt, so wird genügend 
genau: 

^^[9.3759]log{ P-^;-^0] } 

So findet man beispielsweise fttr 

» 4 Millionen ^ = 1 .01 Tag 

40000 MilUonen 1.96 
4 Billionen 2.44 

Diesen 3 Anfangsgeschwindigkeiten entsprechen in der Zeit- 
secnnde die Geschwindigkeiten von 420, 0.042, 0.00042 mm. 
Es ergiebt sich, dass also selbst bei einer so fiberaus kleinen 
Anfangsgeschwindigkeit wie 0.00042 mm pro Secnnde schon 
nach 2^/t Tagen der innere helle Ringrand mit der Ober- 
fläche des Satarnkür])ers zusaniiiienstossen wird. In so hohem 
Grade instabil ist also der Anfangszustand. 

Ich gehe nnnmehr zur Integration der Gleichungen (1) 

über nach der von Maxwell angewandten Methode. Man 
kann aber i^leich von Anfang an die Rechnungen sehr we- 
sentlich vereinfachen und die obigen 3 Gleichungen auf zwei 
zurückführen, wodurch eine wesentlich kürzere Darstellung 
sich gewinnen lässt. Setzt man zur Abkürzung 



so folgt aus (1) sofort 
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WO e eine Integrationsconstante ist. Und da weiter ipfsa 
^ -|- ^ war, so hat luaa 

di A-\-r'' 
Hietdorch werden die zwei letzten Gleichungen (1): 

Die Integration dieser Differentiaigleichangen ist selbst 
fär sehr ein&che Formen Ton V nicht durchffihrbar. Es 
soll nun die Ton Maxwell eingeführte Voraussetzung 

werden, dw die G««hwiDdigk«ten «nd ^-^ 

stets sehr kleine Grü.s.^eii sind, flf,*ren Producte und v.yniiUt 
Potenzen fortgelassen werden können. Geschieht dies, so 
ergiebt sich 

d^r 2A cr dtp R + S dV 

ä/»"^U + r*)»d/ ""(^-i-r»)»"^ B 'dr 

<Py 2c dr^ (A + f^) R^8 dV 
r(A'\'f*)di Af^ ' R 'dqf 

£s werde weiter, ebenfslis mit Maxwell, die Annahme 
gemacht, dass r nur sehr wenig toq einer constanten GrösHe 
Ii abweicht, dass also in 
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Q stets eine kleine Grosse ist, deren höhere Potenzen fort- 
gelassen werden können, und dass dasselbe von gilt, 
durch passende Wahl der Anfangsrichtimg aber nnr dann 
erreicht werden kann, wenn sieh die Bewegung innerhalb eines 

dV 

sehr kleinen Bezirkes abspielt. ^ ist in den folgenden 

Anwendungen schon von der Ordnung der q und g) klein 
und demzufolge vereinfachen sich die obigen Dift'erential- 
gleichangen nnd nehmen folgende Form an: 

d^e , 2Aeu dw wc* 

— rr 



(4) 



di* u(A-\-u'^)dt B Au* dq> 

Man sieht indessen, dass diese Gleichungen, selbst wenn 
alle anderen Voraussetzungen zugelassen werden, gewiss nicht 
mehr der Wahrheit nahekommen, wenn A sehr klein ist. 
Diese Fälle müssen also Ton vornherein ansgeschlossen werden. 
Sobald also A oder u klein werden, gelten die Maxwell- 
sehen Gleichungen — denn im Wesen der Sache stimmen diese 
mit den obigen tiberein — gewiss nicht mehr. Die obigen 
Gleichungen sind nun stets, da man sich V in eine Potenz- 
reihe nach den Grüsscii q und (f entwickelt denken kann 
und nur die linearen Glieder mitzunehmen braucht, ohne im 
Allgemeinen neue Ungenauigkeiten einzuführen, lineare Dif- 
ferentialgleichungen mit Constanten Coefficienten und ihre 
Integration gelingt in bekannter Weise durch Ezponential- 
fünctionen. Allgemeinere Fälle durchzufahren macht dem- 
nach keine Schwierigkeiten. Es soll hier nur der Ton Max- 
well ganz durchgerechnete Fall yorgenommen werden, dass 
ein unendlich dünner Kreisring mit dem Radius a vorliegt, 
welcher in einem Punkte mit der Masse m beschwert ist. 
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Als die mit dem Ringe fest verbundene Richtung wählen 
wir dann die Gerade, welche durch m und den Kingmittel- 
pnnkt geht. Steht S genau im letzteren , so ist r n, 
^ =s 0. Der fiänfaehheit wegen werde noch die Masse des 
Ringes R gegen 8 yemachlftssigt Dann findet sich leicht, 

wenn zur Abkürzung f^^^ gesetzt wird 

^ = aHl— A**); u* = aV*; il + M* = a» 
Das Potential V ergieht sich mit Rücksicht auf die 
oben ausgeführte Transformation, wenn noch a die Entfer- 
nung zwischw 8 und dem Ringeentrnm, also 

a^ = r^ u* — 2urcoaq> 

ist 

3t 

V^r*+ (a — u)* + 2 (a — u)rcoBg> 

Entwickelt man nach Potenzen von q = r — t( und tp 
uud nimmt nur die ersten Potenzen mit, so ergiebt sich leicht: 

1 3 m • 

d cp 2 a ^ 

und hiermit werden die Bewegungsgleichungen: 

dt^~^ a dt 

d ^ a^/u d7 2 ' R >(1 +7<) ^ 
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Die Tntegrations-CoiistaDte e ist ToUkommeii willkfirlich 

und die weitere Rechnang fQhrt nur dann auf das Maxwell- 

sehe Resultat, wenn noch eine weitere Annahme gemacht 
wird, näniHch die, dass für ^==0, q> = 0 eine Gleichgewichts- 
lage überhaupt stattfindet. Diese Annahme ist aber keines- 
wegs selbstverständlich. Diese an sich willkürliche Annahme 
spricht sich in der Gleichung 

c» ^ iSfa (5) 

aus. In diesem Falle nun werden die obigen Differential- 
gleichungen überaus einfach. Setzt man zur Abkürzung 



so wird: 



2c 



3 



a* 1+fi 



Q . dg) 
d*w .dg 

Zur Integration macht mau bekanntlich den Ansatz: 
dann muss sein: 

ßv* — p* Xv ^ f II 

Die Elimination von X und ^ ergiebt sofort: 

^ — v*iß + Y-pp')^^ßy (6) 

Durch Auflosung dieser in quadratischen Gleichung und 
durch Ausrechnung der zu den Wurzelwerthen von v ge- 
hörenden - kann man leicht, wie bekannt, die allgemeinen 
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Lösungen der vorliegeoden DifferentialgleichungeD erhaiien. 
Die Frage, welche hier Torliegt, ist aber, wann diese Lösungen 
sich darch Sinns- und Cosinnsfanctionen Ton i ansdrUcIran. 
Dies hitt offenbar ein, wenn (6) för reelle und negative 
Werthe ergiebt. Die Auflösung Ton (6) giebt hierfür als noth- 
wendige und hinreichende Bedingungen: 

ßy>Ofß + y-'PP'<0 und {ß + Y'-ppy>^ßY 

Die erste Bedingung heisst: 

woraus folgt: 

Ufi<S + VlÖb, d. h. < 0.8279 
Die weitere Bedingung 

ist £Qr ^ < 1 von selbst erffiUt. Die dritte Bedingung 
schliesslich giebt: 

was aussagt > 0.8159. 

Die angestellte Rechnung, welche mit dem MaxweU*schen 

Keäultate vollkommen übereinstimmt, zeigt also, dass ^ = 

zwischen den Grenzen 0.8159 und 0.8279 liegen muss, damit 
die Bewegung rein periodisch sei, in welchem Falle also 8 

immer in der Nähe vom Ringniittelpuukt bleibt, wenn dies 
zu einer bestimmten Zeit der Fall war und die Gescliwindi«r- 
keiten zu derselben Zeit sehr klein waren. Dies gilt aber 
nur, wenn die Gleichung (5) streng erfüllt ist. Ist dies 
nicht der Fall, so finden sich andere Grenzwerthe för fi, und 



Digitized by Google 



174 aUzung der matit^-^thya. Glosse vom 5. McU 1894. 

man kann solche Werthe von c wählen, dass überhaupt 
keine periodischen Litsungen mehr möglich sind. Ich gehe 
auf diese Entvvickliuigen nicht näher ein, weil ich der 
Meinung bin, dass die MaxwelKsche Integrationsmethode, 
wenigstens in dieser Form, überhaupt nicht geeignet ist, 
über die Stabilität der antersaohten Bewegung etwas aos- 
znsagen. Mir scheint es nnznlassig za sein, in Differential- 
gleichungen Ton der yorliegenden Form die Glieder hdherer 
Ordnung fortzulassen and aus der Tbatsache, dass sich dann 
eine rein periodische Lösung ergiebt, schliessen zu wollen, 
dass dies auch bei strenger Integration der Fall sei. Die 
Untersuchung der Stabilität eines Znstandes hat von der 
Bedingung auszugehen, dass die Coordinaten und Geschwindig- 
keiten für eine bestimmte Zeit unendlich wenig geändert 
werden. Man hat also die Integrationsconstanten zu Taniren. 
Bei MaxweU kommen diese Gonstanten gar nicht vor, viel- 
mehr werden die Veränderungen der Coordinaten als un- 
endlieh klein für alle Zeiten betrachtet und mit Hülfe der 
Vernachlässigung der höheren Potenzen dieser Grössen nach- 
gewiesen, wann eine periodische Bewegung mit sehr kleinen 
Amplituden sich einstellt. Im Allgemeinen enthält dieses 
Verfahren unzweifelhaft einen Zirkelschiuss und ist unzulässig 
und daran wird nichts geändert, wenn dasselbe auch in 
speciellen Fällen zu richtigen Resultaten zu fQhren geeignet 
ist. £in auf diesem Wege gefundenes Resultat kann, wenn 
nicht die Zulassigkeit des Verfahrens zuerst in besonderen 
Fallen nachgewiesen wird, eben nur zufällig richtig zu sein. 

Die yorliegenden Differentialgleichungen 2. Ordnung 
enthalten die unabhängige Variable t nicht explicite. Dass 
aber auch in diesem Falle im Allgemeinen die MaxwelTsehe 
Schlussfolgerung nicht zulässig ist, kann mit Leichtigkeit an 
beliebig vielen Beispielen gezeigt werden. Nehmen wir z. B.: 
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dt^ 4 ^ 

und es werde vorausgesetzt, wie in den obigen Gleichungen, 
dass sowohl x und y als auch die ersten Dilt'erential([Uotient»Mi 
nach ^ für ^ = 0 sehr klein seien. Dann ergiebt die strenge 
Integration : 



y = a8in(|/ + |) 



« = 2^+«8in(2^ g^Cüs iAt-^h) 

^ • an < + ^) 



worin a, a, h^ß die 4 willkfirlichen Integrationsconstanien sind 
Qiid die ersten beiden sehr klein sein mfissen. Vernachlassigfc 
man aber in den Gleichnngen so wird: 



also 



a? = a sin (g < + /J) y = a sin ^| ^ -|- 

Die näherungsweise ausgeführte Integration giebt also 
eine rein periodische Bewegung mit sehr kleinen Amplituden, 
die strenge Darstellung dagegen enthält ein mit t multipli- 
cirtes Glied. Wie sich die Sachlage bei dem Maxweil^schen 
Problem fiber den Satnmring gestaltet, darüber ist vorläufig 
gar nichts bekannt. Keineswegs aber kann man ohne näheren 
Nachweis behaupten, dass dort die Portlassung der höheren 
Potenzen der Variablen die Form der Integralgleichungen 
UDgeändert lässt. 

Danach wird man wohl zugeben müssen, dass das Max- 
weirsche Resultat, in der Torliegenden Form wenigstens, 
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gauzlich unbegründet ist. Die vorliegende astronomische 
Frage scheint mir aber hiervon ganz unabhängig zu sein. 
Denn es ist sicher, dass die thatsächlichen Verhältnisse beim 
Satamring völlig verschieden sind von den Annahmen, auf 
denen das Mazweirsche Problem beruht. Der Satnrnring 
ist ein sehr dünnes aber breites Gebilde und der Augenschein 
lehrt, dass dasselbe im Grossen und Gaiizei) in peripherischer 
Richtung von homogener Dichtigkeit ist. Wenn man sich 
den Ring auch vorstellen will als bestehend aus sehr vielen, 
sehr dünnen und sehr inhomogenen Ringen, so werden sich 
doch diese Ungieichförmigkeiten in der Massenvertheilung 
der einzelneu Ringe nahezu compensiren mfissen, so dass man 
sich offenbar weit mehr der Wahrheit nfthert, wenn man 
den ganzen Ring als homogen betrachtet, als wenn man 
etwas anderes annimmt. Hierdurch entsteht aber, wie oben 
auseinandergesetzt wurde, eine im hohen Grade instabile Be- 
wegung und man wird diese mit viel mehr Recht als der 
Natur entsprechend ansehen können, als etwa die CSonse- 
quenzen des Mazwell^schen Problemes. 

Hira*8 Untersuchung der Frage, ob die Saturnringe als 

fest anzunehmen seien, geht nach einer ganz anderen Richtung 
als die Maxweirsche Arbeit. Wälirend letzterer versuchte die 
Dauerhaftigkeit der Bewegung des Saturn um das Ring- 
centrum zu untersuchen, beschäftigt sich Hirn mit den An* 
Sprüchen, welche man an die B'estigkeit der Ringe zu machen 
gezwungen ist, falls diese als fest angenommen werden. Hier- 
bei scheint Hirn von der Meinung auszugeben, dass ein 
nicht homogener Ring überhaupt einen stabilen Zustand 
zulasse d. h. dass sich Saturn stets in der Nahe des Ring- 
centrnms aufhalten könne. Er stützt sich dabei auf Laplace, 
der allerdings in der Mecanique Celeste seine Untersuchungen 
über den Saturnring mit der Bemerkung schüesst: ,les divers 
anneaux qui entourent le globe de Satume sont par consequent 
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des solideij irregulaires cruiie lacfeiir iiiet^ales etc. " . Diese Schluss- 
folgerung ist al)er durch die V()ruii*^ehen(ie Analyse keines- 
wegs gerechtfertigt, denn Laplace hat nur die Bewegun«^ 
homogener Ringe untersucht. Deshalb entbehren die auf 
Laplace*8 Meinung sich stützenden Bemerkungen Hirn's der 
sicheren Grundlage und müssen als wenig beweiskräftig 
angesehen werden. Jedoch enthalt die Schrift Him*s yiele 
interessante Bemerkungen, weshalb ich auf eine kurze Analyse 
derselben eingehe. 

Ein unendlich dünner Kreisring uiit dem RaHiu> r, der 
sich mit der Rotationsgescliwiiidigkeit to um den in seinem 
Mittelpunkt stehenden Saturn dreht, kann, wenn keine Cohiision 
zwischen den einzelnen Theilen stattfindet, nur bestehen, 
wenn in jedem Punkte die Centrifugalkraft gleich der An- 
ziehungskraft ist. Ist also wieder k die Anziehungsconstante, 
8 die Satammasse, so muss sein: 



Es werde nmi ein inhomogener und zwar einseitig be- 
lasteter unendlich dünner Kreisring betrachtet. Ein Massen* 

element desselben sei dm. Der Schwerpunkt II des Kinges 
fällt dann nicht mit seinem Centruni C zusammen. Hirn 
nimmt nun an, was eine durchaus willkürliche und unbe- 
wiesene Voraussetzung ist, dass durch die Stelhmg des Saturn iS 
auf der Verbindungslinie C R ein stabiler Zustand gegeben 
sei. Es mfisste also, da die Masse M gegen 8 zu vemach- 
lässigen ist, JR um 5 rotiren und ebenso schnell um C 
Nennt man noch ^ den Winkel, den der dnrch dm gehende 
Kreisradius r mit der Geraden B8 bildet, so wird also bei 
Voraussetzung eines stabilen Zustandes die Entfernung RS=q 
constant bleiben, also: 

dt dt* 

im, Mattk-phy«. 01. S. 12 
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sein. Dies führt sofort auf die Bedingung 

j^^äm = ^dmco» ^ jcuV — ^| = 0. (7) 

Hierin erstreckt sich - auf die ganze Ringmasse. Nennt 
man den positiven Theil der hnken Seite der letztun Gleichung/*, 
SO halten sich also zwei Kräfte -f- /' und — /' das Gleich- 
gewicht. Es ist f nichts anderes als die Zug- bezw. Druck- 
kraft, welche bei dem bestehenden Zustand aaftritt. In der 
Hauptsache (mit allerdings nicht bedeutenden Abändemngen 
in den Zahlen) kann man die auftretenden Fälle als durch 
folgende typische Annahmen hergestellt ansehen. 

Die ganze Ringmasse denke man sich in zwei Massen- 
punkten wi^ und w*j vereinigt. In alle dm, welche in 
der obigen Summe positive, in alle dm, welche negative 
Coefficienten haben. Man denke sich ferner mg und m, an 
die Enden eines Durchmessers des Ringes gebracht, in welchem 
Durchmesser sich auch 8 befindet Die Enfernung S vom 
Gentrum des Ringes, also der Mitte der Geraden «»ip sei 
in der Richtung nach positiv gerechnet e. Die Gleichung 
(7) wird jetzt 

Setzt man A»-^, so findet man hieraus: 



± 



r — e 



Es ergiebt sich aus diesem Ausdrucke, dass der ange- 
nommene Zustand unmöglich ist, wenn: 

r -\- e 



\r 4- e/ 



r — e 



Digitized by Google 



Sediger: Udter die OonetiiMtitm dee Stttmmimgee. 179 



denn dann wird oi imaginär. Sonst aber wird die Kraflb 
welche die feste als schwerelos betrachtete starre Verbindang 
von und zu serreissen oder znsammenzadrflckeD strebt, 
sein: 

Diese Kraft kann sehr bedeutend werden. Wenn man den 
oben gefundenen Werth von tu einsetzt und die zweiten Po- 

tenzen der als klein yoransgesetzten GrOese ~ veroaehliBsigt, 

findet man leicht: 

Für die numerische Reehnnuf^ wird man die Intensität 
der Schwere auf der Erdoberfläche ^, den Erdradius (j und 
die Erdmasse m einführen. Dann ist wk^ ^ gfj^ und : 

Will man nun diese Formel auf den J^aturnrin^^ an- 
wenden, so wird, ausser den bereits erwähnten und als ziem- 
lich willkürlich bezeichneten Voraussetzungen, noch eine 
bestimmte Annahme Aber e gemacht werden müssen, da / 
bei sehr kleinem e ebeafiiUs sehr klem wird. Hirn stützt 
sich hierbei aaf Beobachtungen too W. Strove, Harding n. s. f., 
wonach Satam ezeentrisch Im Ringe stehen soll. Aehnliche 
Wahrnf'hrnungen sind auch in neuerer Zeit ^^euiKcht worden, 
entschieden ist indessen diese Frage noch keineswegs. Dass 
eine excentrische Stellung des Saturn thatsächlich vorge- 
kommen i«t, wird man zwar zugeben mfl^sen, über den 
Betrag der Ezcentricitat aber bestimmte Angaboi an machen, 
ist bei den diiaiider widerstreitenden Einzelresnltaten vorder- 

12* 
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band noch nicht m(3glich. WesentHch ist ferner für die 
Anwendung der obigen Formel, das< Saturn die Rotation 
des Ringes um sein Centrum mitmacht und immer auf einem 
Radius des letzteren und zwar an derselben Stelle zu liegen 
kommt Dies durch die Beobachtungen gegenwärtig nach- 
zuweisen dürfte nicht leicht sein, jedenfalls liegen dergleichen 
Resultate nicht Tor. 

Hirn legt seiner Rechnung folgende Zahlen zu Grunde. 
Drückt man die Strecken in lieues zu 4000 Metern aus, so 
setzt er: 

c = 200 r = 33454 

wo die letztere Zahl dem äussersten hellen Ringrand ent- 

S 

spricht. Weiter wird angenommen — == 92.394. Dann wird 
fürA = 10 

/*=tiio^rX 0.00084 

Scbon für kleine Miissen kommen bedeutende Drucke heraus. 
Niuiiiit man z. B. au, dass m^^ welches uugefjilir der M.asse 
des halben Ringen entspricht, die Masse einer Kiibiklieue 
Wasserstoff ist, so ergiebt sich /*= 5 Millionen Kilogramm. 
Uuter solchen Drucken würde aber jedenfalls ein ans so 
dünnem Stoffe bestehender Ring auseinanderbreehen mtlssen. 
Wollte man aber die Festigkeit so gross annehmen, dass 
diesen Drucken Widerstand geleistet werden könnte, so mflsste 
man noch die Bedingung der beinahe vollständigen Starrheit 
hinzufügen. Denn sonst würden sehr bedeutende Verbie- 
gungen auftreten müssen, von deren Qualität man sich leicht 
Kechenschatt abgeben kann. Da aber die Beobachtungen 
dergleichen nicht verrathen, so muss man wohl, will man 
nicht mit ganz abnormen und unbekannten Verhältnissen 
rechnen, die Hypothese sehr dünner starrer Ringe aufgeben. 

Es bliebe indessen noch übrig, den Satumring als ein 
oder mehrere sehr dünne Bänder von endlicher Breite auf- 
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zufasseo. Ein solches kreisförimVes Band habe am inneren 
hezw. am äusseren Rande die Radien n und ra. Jeder als 
fest angenommene Theil des Bandes, welcher zwischen zwei 
den unendlich kleinen Winkel d0 mit einander bildenden 
Radien liegt, wird mit den übrigen zusammen auch ohne 
Oohäsion die vorgeschriebene Rotation ausführen, wenn 

>ra 

d«.pr-^]=0. 



Bezeichnet e die sehr kleine Dicke des Ringes und 6 die 
gleichförmige Dichtigkeit, so ist 



und es mü.sste also sein; 



er ' dr — i). 



e ist im Allgemeinen eine Function Ton r, die aber \o\\\^ 
unbekannt i>^t. Hirn verfol«;t ausfiihrlielier zwei Annahmen: 
1) Setzt man 6 == = coustant, so ergiebt sich; 

öi* = -ä g.log- 

r«* — ® u 

Es giebt einen mittleren Iiadiiis r,„, wo der Centrifnu;al- 
kraft genau durch die Anziehung das Gleichgewicht gehalten 
wird. Hierfür ist 

woraus sich ergiebt: 
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2) Man kann u. A. annehmen er = Const. e entspricht 
dann der Ordinate einer gleichseitigen Hyperbel, deren Ab- 
sciase r ist. Dann findet sich leicht: 

u* ^ - 

r, Ta (r, -H r«) 

und 



IM 



Hirn setzt entsprechend der Begrenzung des inneren 

Theile^ iles hellen Ringes, vom Florring bis zur Cassini^schen 
Linie, in lieues zu 1000 Meter; 

r. = 23070 r. = 30599 
Dann ergiebt die erste Annahme = 27134 und die zweite 
2(>98(), also wie zu erwarten nahe übereinstimmende Werthe. 

Offenbar überwiegt bei jenen Bingtheiien, för welche 
r > die Gentrifugalkraft die Anziehung und für r < r«, 
findet das Entgegengesetzte statt. Die auftretenden Zug- 
kräfte werden also dahin streben bei eine Theilung des 
Ringes herbeizuführen. Diese Zugkraft f wirkt längs der 
Fläche von der H<'>Iie t,,,, in welcher der mit dem Radius 
construirte Kreiscylindcr die Kinginjusse schneidet. Auf die 
Flächeneinheit bezogen wird demgemüss f ausgedrückt durch: 



rm 



oder r„ 



d I erdri . P S. 
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Führt man hierin wieder die beiden oben verfolgten 
Annahmen durch und seisst zuerst «»««,80 wird 

Durch Einführung der Schwere g und mit den obigen 
Zahlen ergiebt sich: 

Die analoge Rechnung für die zweite Annahme er==Const. 
ergiebt: 

und in Zahlen 859258 • d * ^ • 

Die angestellten Rechnungen zeigen jedenfalls, dass sehr 
bedeutende Zugkräfte die Zertheilung des ringförmigen Bandes 
herbeizufeihren Sueben, denen nur die Cohäsion der Masse 

sich entgegensetzt. Indessen wirkt auch die Anziehung der 
einzelnen Iiiugtheile auf einander in gleiclieni Sinne. Man 
wird aber wohl von vorn herein annehmen müssen, dass die 
letztere bei der nicht bedeutenden Dichtigkeit der Eing- 
materie nicht viel an dem erlangten Resultate ändern wird. 
Ich übergehe deshalb die Ton Hirn in dieser Richtung aus- 
geführten Betrachtungen, zumal dieselben gegenwärtig yoU- 
kommener angestellt werden können, als dort geschehen. 
Hirn findet, dass bei Berficksichtigung der Binganziehung 
der zuletzt angeführte Zahlenausdruck für f sieb um- 
wandelt in : 

f= 859258 d-g- 0.57 (d • gf 

Um eine genauere Vorstellung von der Grösse dieser Kräfte 
zu erlangen, sei erw&hnt, dass Buchenholz ein Körper ist, der 
bei grosster Leichtigkeit die stärksten Drucke aushalten kann. 
Hierfttr ist d«i0.7 und damit wird f =598687600 kg pro 
qm. Diese Belastung ist etwa 40 Mal so gross, als Buchen- 
holz er&hrungägemäss ertragen kann. Indessen ist offenbar 
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die Kraft /' bedeutend kleiner, wenn die Breite des Ringes 
abnimmt, und man kann sich die Frage vorlegen, wie breit 
die einzelnen Ringe sein müssen, um bei gegebener Festig- 
keit bestehen za können. Die Rechnung ist leicht auszufahren, 
wenn die Ringanziehung Temachlassigt wird. FQr eine Materie 
Ton der Beschaffenheit des Buchenholzes folgt dann, dass der 
innere helle Ring mindestens aus 5 einzelnen Ringen bestehen 
müsste. Ganz älinliebes gilt natürlich auch für den äusseren 
Ring, so dass also mit der festen Constitution der Ringe die 
Folgerung verknüpft ist, dass dieselben aus einer grösseren 
Zahl schmaler Ringe bestehen müssen. Der Augenschein 
und manche Beobachtungen, namentlich aus früherer Zeit, 
widersprechen dem durchaus nicht, und es ist bekannt, dass La- 
place etwas ganz ähnliches als durch die Beobachtungen bestä- 
tigt angenommen und hierauf seine Rechnungen gegrfindet hat. 

So interessant dieses Resultat von Hirn auch ist, so 
ändert es doch nichts an der Unzulänglichkeit der Annahmen. 
Der der Rechnung zu (Grunde gelegte Zustand ist ein im 
liöcli>ten Grade instabiler, wie oben auseinandergesetzt, und 
demzufolge ist die Untersuchung über die Unmöglichkeit 
fester Ringe unnöthig, weil das System nur ganz kurze Zeit 
bestehen kann. Es ist schon oben erwähnt worden, dass 
auch einseitige Belastungen nichts an der Sachlage ändern 
können, wenn man nicht das Aussehen der Satnmringe ganz 
ignoriren will und so wird wohl immer das Hauptargument 
gegen die Möglichkeit fester Ringe in den einfachen Rech- 
nungen bestehen, welche am Anfange dieses Aufsatzes aus- 
geführt worden sind. 

Fragt man nun weiter nach der eigentlichen Constitution 
der iünge, nachdem der feste Aggregatzustaud ausgeschlossen 
ist, so drängt sich zunächst die Vermuthung auf, diese Ge- 
bilde könnten flüssiger oder gasförmiger Natur sein. (Jm 
die Mitte dieses Jahrhunderts hatte diese Hypothese an den 
beiden amerikanischen Gelehrten W. C. Bond und Peiice 
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energische Verfechter gefundon, man wird sie aber trotzdem 
nicht ernstlich in Betracht za ziehen haben. Lange Zeit 
nnd vereinzelt auch jetzt noch hat man die bertthmten Ex- 
perimente Ton Platean über ringförmige Qebilde, die in rotiren- 

den Fiflssigkeiten aaftrefcen, als einen Beweis för die Möglich- 
keit solcher kosmi-clien Gebilde angesehen. Diese Versuche 
veranschaiiliclieii alxT nur die Wirkung der Capillarität und 
haben mit Gravitationswirkungen gar nichts zu schafteo. 
Sie hängen also gar nicht mit den Gleichgewichtsfiguren 
kosmischer Massen * zusammen , ganz abgesehen davon, dass 
sie auch änsserlich den Verhältnissen beim Satnmring nicht 
entsprechen. Denn hier liegt in der Mitte der Ringe von 
sehr geringer Masse, die bedeutende Satummasse, welcher 
Fall sich bei den genannten Fignren wohl kaum erzielen lässt. 

Nachdem Laplace di*» TliiMjrie der ringförmigen Gleich- 
gewichtsfiguren /u nntersuclien begonnen hatte, ist dieses 
l'roblem austüiirlich und streng von verschiedenen Seiten 
behandelt worden. Die Hauptfrage, die aber bei einer Ver- 
werthung der erlangten Besultete in der Astronomie von der 
grössten Wichtigkeit ist, ob nämlich solche Figuren stebil 
sind und nicht durch Hinzutritt kleiner Störungen von aussen 
auseinanderfliessen, hat eine genügende Beantwortung bis 
jetzt nicht gefunden, indessen ist kaum wahrscheinlich , dass 
die erforderliche Stabilität vorhanden ist. Zu die.sem Resultate 
kommt auch Hirn auf einem interessanten Wege, auf welchem 
ihm hier gefolgt werden .<oll. 

Es werde angenommen, dass zu einer gewissen Zeit der 
flüssige Ring wirklich bestehe, wenn Saturn genau in dessen 
Gentnim sich befindet. Dann wird der Ring mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit wie ein fester Körper am sein 
Centrum rotiren nnd die einzelnen Theileheu werden keine 
Verschiebung gegen einander erleiden. Wenn nun Saturn 
sich aus irgend einer Ursache von dem Ringmittel])unkt ein 
wenig entfernt, so werden die einzelnen Theilchen nicht 
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mehr gleichförmig rotiren können. Dort wo sie dem Saturn 
näher stehen, werden sie sich schneller, dort wo sie von ihm 
entfernter sind, werden sie sich langsamer bewegen mflssen. 
Man wird sich, weil die Anziehung des Ringes auf seine 
einzelnen Theile gering ist gegenfiher der Ansiehnng des 
Saturn, ein näherongsweise richtiges Bild yon der Be- 
wegung bilden, wenn man annimmt, dass die einzehien Theile 
Ellipsen be?c'lireil>en , deren Brennpunkt im Saturn liegt. 
Ist die Uingmaterie ein zusammendriickbures Gas, so werden 
die einzelnen Theilchen in der Saturnnähe, da sie sich hier 
schneller bewegen, auseinanderrücken und in der Satumfeme 
wird das Entgegengeeetate eintreten. Ist der Bing ans einer 
unznsammendrückbaren Flllssigkeit gebildet, so werden sich 
die einzelnen Theilchen im letzteren Punkte anhäufen un 
der Ring wird hier breiter oder dicker werden müssen. 
Dieses Spiel wiederholt sich bei jedem Umlaufe, also alle 
10 bis 14 Stunden. Infolge der Reibung zwischen den ein- 
zelnen Theilchen wird beim Anhäufen oder Zusammendrängen 
der Theilchen Wärme erzeugt werden, was aber in der Saturn- 
ferne stattfinden mass, während, wenigstens ist dies bei gas- 
förmiger Constitution sieher, in der Saturnnähe eine Ab- 
kühlung erfolgen wird. Infolge der Wärmeleitnng, des 
Stesses der einzelnen Theilchen gegeneinander etc., werden 
nun, wie die Thermodynamik zeigt, sich die Wärmewirkungen 
in der Satumfeme und -Nähe und auch in den dazwischen 
liegenden Punkten nicht ausgleichen, vielmehr bleibt ein 
Rest übrig, welcher eine Temperaturerhöhung der Ring- 
masse hervorbringt. Dies kann aber nur auf Kosten der 
Bewegungsenergie geschehen und es werden sich also die 
Dimensionen des Ringes nach dem Saturn hin verkleinern. 
Die Innenseite des Ringes wird sich demzufolge ziemlich 
gleichmSssig Ton allen Seiten, langsam dem Saturn nahem, 
um sich schliesslich mit ihm zu vereinigen. 

Auf Qrund seiner üntersuchungen kommt Hhrn zu dem 
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Uesultate, dass sich alle Schwierigkeiten und Unmöglichkeiten 
heben, wenn man annimmt, der Saturnring bestehe aus ein- 
zelnen diBcreten Massentheilchen oder er sei, kurz gesagfc, 
▼on siaiibfönmger Stractur. Wie sich die mechanischen Yer- 
b&Unisse in einem solchen Sjsteme abwickeln, hat Hirn nicht 
weiter nntersncht nnd die kurzen Bemerkungen, die er in dieser 
Richtung macht, werden yomtissichtlieh theilwdse der Cor- 
rectnr bedürfen. Dagegen hat Maxwell diese Probleme in An- 
griff zu nehmen versucht, ohne da^^s es ilini aber, wie ich glaube, 
gelungen ist, zu einer einwurfsfreieu Lösung zu gelangen. 

Die Erscheinungen, welche ein staubförmiger Saturnring 
darbietet, habe icli in zwei grosseren Arbeiten besprochen und 
ich glaube dort den stncten Nachweis geliefert zu haben, dass 
alle Erscheinungen, die zum Theil sehr complezer Natur 
sind, nur durch die zu GKrunde gelegte Annahme erklart 
werden können. Bei dem noch nicht gehörig ent?nckelten 
Zustande der Dynamik des Saturnringes dürfte auf diesem 
Wege die festeste Stütze gewonnen sein, die man bis jetzt 
der Maxwell-Hirn ".<i'heii Annahme geben konnte. 

Es Ist interessant, dass die Forschung, nachdem der 
Reihe nach alle nur denkbaren Annahmen über die Constitution 
des Saturnringes discutirt und als wahrscheinlich hingestellt 
worden sind, wieder jener Ansicht zuneigt, welche als eine der 
ersten aufgestellt worden ist, um dann aber, wie es scheint, 
TöUig der VergeBsenheit zu yerfallen. Es ist Ton verschiedenen 
Seiten bemerkt worden, dass Jacques Cassini (1677 — 1756) 
bereits die Maxwell-llirn'.sche Ansicht aus<i:<'spr(>chen hat. 
Die Wichtigkeit der Angelegenheit wird es wohl recht- 
fertigen, wenn ihr etwas nachgegangen wird. Bei Ge- 
legenheit der Veröffentlichung seiner Beobachtungen des 
Saturn, namentlich des Verschwindens des Ringes im Jahre 
1715 ^) spricht sich Gassini ganz deutlich aus. Pag. 47 sagt er: 

1) Observations nouvelles sur Satume. M^moires de mathe- 
matiqae et de physique, tir^ des registres de TacadWe royale des 
Bciences de raon^ 1715 pg. 41 tt. 
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„Cett(> apparence qui n*a point sa pareille daus les corps 
Celestes, a douoe lieu de conjeeturer que ce poavait etre un 
amas de satelliiies qui ^taient dans le plan des autres et 
^Eiisaient leur r^Tolntion autour de oette plandte, que leur 
grandear est si petite qn^on ne peat pas les apereevoir 
chacun separement, mais qn'ils sont en meme temps si pres 
Wiu (lo l'antre (jiroii ue })eut \nnni distingiier les intervalles 
qui sont eutr'eux, ensorte qu'ils paraissent former un corps 
contiiiu". 

Hieran werden Bemerkungen geknnpft Über Schwierig- 
keiten, die hei der Darstellung der Beobachtungen auftreten 
sollen, in dieser Form aber wohl nicht ezistiren. Den Schluss 
bildet (pg. 48) die Bemerkung: 

,0n peut donc supposer ayec beaucoup de Traisemblanoe 
que Fanneau de Satnrne est form€ d*nne infinite de petites 
Planetes fort pres Tune de l'antre, qui etaiit coniprises dans 
soll A tüiüspln're, sont entraines par le mouvenient ([ui 
fait tourner Saturue autour de son centre et que daus cette 
Atniosphere etc." 

Hiernach nimmt also Cassini an, dass die discreten Theil- 
chen, welche den Ring bilden, in der Atmosphäre des Saturn 
sich befinden und mit dieser durch die Rotation des Saturn 
herumgeführt werden. Das ist freilich ein Znsatss, welcher 

die ganze Auffassung völlig verschiebt, und da Cassini diesen 
Zusatz für ganz wesentlich hält, steht er doch auf wesentlich 
anderem Boden als auf dem der Hypothese von Maxwell und 
Hirn. Es erscheint doninach doch nicht so räthselhaft, dass 
die Cassini'sche Ansicht nicht allgemdne Verbreitung 
funden hat. 

Danach wird man, wie ich glaube, nicht gegen die 
historische Gerechtigkeit Verstössen, wenn man die Erkenntniss, 
dass die Satumringe eine staubförmige Constitution haben, 
an die Namen Maxwell und Hirn knüpft. 
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Ueber normale und anomale Dispersion 
elektrischer Wellen. 

Von L. Qraets und L. Fomm. 

Vom Standpunkte der MazveU'schen Theorie ist nicht 
zn erwarten, dass die Dielektrizil^oonstante eines Körpers 
eine dnrchaas constante QrOsse sei. Denn da ihre Wnrzei 

der Fortpflanzungsgeschwindij^keit der elektrischen Vernchie- 
bung umgekehrt projjortional sein soll (bei gleicher iiiagne- 
tischer Induetionsconsttinte) und da wir aus den optisclien 
Messungen wissen, dass der Brechungsexponenfc mit der Wellen- 
länge variirt, so ist von vorn herein zu schliessen, dass 
sich die Dielektrizitätsconstante eines Körpers abhängig zeigt 
Ton der Wellenlänge der elektrischen Bewegungen, durch 
deren Hülfe sie gefunden wird. Ebensowenig ist aus der 
MaxwelPschen Theorie mit Noth wendigkeit der (gewöhnlich 
angeführte) Schhiss zu ziehen, dass die Constante der (/auchy- 
schen oder einer anderen Dispersion -tormrd (für normale Dis- 
persion) der Wurzel aus der Dielektrizitätscon^jtaate gleich 
sein muss, ein Schluss, der ja auch durch die Erfahrung nur 
in wenigen Fällen bestätigt wird. Vielmehr ist aus der That- 
sache, dass die Dielektrizitätsconstante, in gewöhnlicher Weise 
beetimmt, sich meistens riel grösser ergiebt, als das Quadrat des 
auf nnendlich lange Wellen reducirten Brechungsexponenten, 
conse([U»Mit nur zu sehliessen, dass ini Gebiet der langen 
Wellen häufig Absorptionen und daraus folgende anomale 
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Dispersionen vorkommen, welche den Gang der DisperdonS' 
curve wesentlich beeinflussen. 

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend, haben wir uns 
die Frage gestellt, ob eine Abhängigkeit der Dielektrizitats- 
constante von der Wellenlänge der elektrischen Wellen 
experimentell zn eonstatiren ist. Man weiss von einer 

Reihe von Körpern, dass ihre Dielektri/itäUsconstante, sta- 
tisch gemesst'i) , sich viel grösser ergiebt, als gemessen 
durch Schwingungen, auch wenn diese nur die langsamen 
Schwingungen eines Induktionsapparates sind. Man nahm 
an, dass man sich dabei durch Abkürzung der Ladungs- 
zeit dem wahren d. h. kleinsten Werth der Dielektrizitats- 
constante nähert. Nach der obigen Darlegung giebt es aber 
gar keinen .wahren** Werth der Dielektrizitätsoonstante, 
vielmehr ist jeder durch einwnrfsfreie Methoden sicher 
bestimmte Werth der Dielektrizitatsconstante als der wahre 
Werth für die zugehörige Wellenlänge anzusehen. Dass 
durch die Abkürzung der Ladungszeit man sich dem soge- 
nannten wahren d. h. kleinsten Werth der Dielektrizitäts- 
constante nicht immer nähert, wird bewiesen durch die Ver^ 
suche von Lecher^), welcher sogar bei raschen Hertz^scben 
Schwingungen ein Anwachsen der Dielektrizitatsconstante 
bei einigen Körpern constatirte, gegenfiber den durch lang- 
same Schwingungen bestimmten. Man wird vielmehr nach 
der Ausdrucksweise der Optik sagen mOssen, dass, wenn sich 
die Dielektrizitätsconstante um so kleiner ergiebt, je grösser 
die angewendete Wellenlänge ist, dass man es dann mit einem 
Körper mit normaler Dispersion zu thun hat, dass dagegen, 
wenn umgekehrt die Dielektrizitätsconstante mit wachsender 
Wellenlänge selbst wächst, in dem hinter diesem Gebiet 
liegenden Theil der Wellenlängen (nach kürzeren Wellen- 
längen zu) anomale Dispersionen stattgefunden haben, und 

1) Lecher Wied. Ann. 42 p. 142. 1891. 
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dass endlich, wenn man mit den Wellenlängen in ein Gebiet 
der anomalen Dispersion selbst kommt, die Dielektrizitätscon- 
stanten mit al)nehmen(Icr Wellenlänge /.nnelinien, dann bis zu 
einem Minimum abnehmen und dann wieder zunehmen müssen. 

Bei Körpern, wie Schwefel, Paraffin, Schellack, für 
welche die gewöhnliche Maxwell'sche Bessiehang gilt, ist 
DatQrlich eine Abhängigkeit der Dielektrizit&tBconstante von 
der Wellenlänge, wie sie herstellbar ist, nicht zu erwarten. 
Wohl aber konnte ein solcher Einfloss bei Körpern mit 
grosser Dielektrizitätsconstante erwartet werden, da die 
meisten bisher untersuchten Substanzen zu der zweiten der 
oben erwähnten Klassen zu gehören scheinen. Wir sind 
aber beim Beryll mit dem von uns benützten Inter?ali 
der Wellenlängen gerade in ein Gebiet hineingekommen, 
welches ftlr die Dielektrisdtfttsoonstante genau denselben Gang 
zeigt, wie er bei anomaler Dispersion ffir den Brechnngs- 
exponenten in solchen Fällen bekannt ist. 

Zu den Messungen benutzten wir die Erscheinung, welche 
wir früher^) ausführlich dargelegt haben, dass dielektrische 
EUipsoide in einem von elektrischen Schwingungen durch- 
zogenen homogenen Feld Drehungsbewegungen ausführen, 
welche dem Quadrat der angewendeten elektrischen Kraft 
proportional sind. Bei dieser Methode liess sich die Wellen- 
länge der angewendeten Schwingungen leicht dadurch variuren, 
dass wir eine Reihe Ton Leydener Flaschen von Terschiedener 
Capacität anwendeten. Die ICntladungsfunken derselben zwi- 
schen den Kugeln eines Mikrometers gaben uns Schwingungen, 
deren Wellenlängen sich nach der Theorie wie die Wurzeln 
der Capacitäten verhalten, wenn, wie es der Fall war, der 
ganze fibrige Stromkreis möglichst unverändert blieb. Ausser- 
dem konnten wir sehr langsame Schwingungen mit derselben 
Anordnung dadurch her?orbringen, dass wir die Kngefai des 
Mikrometers so weit anseinanderzogen , dass keine Funken 

1) GraeU and Fomm Sitsungsber. d. bajr. Akad. 23 p. 275. 1893. 
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fibergingen. Dann folgten sieh die Schwingungen nur in 
der Periode, welche der Unterbrecher des Induktionsapparates 

hatte, einige hundert in der Sekunde. 

Die Anordnung war derartig, dass eine der Leydener 
Flaschen mit den beiden sekundären Polen eines Induktions- 
apparates verbunden und durch dessen Strome geladen wurde. 
Die Entladung geschah durch das Funkenmikrometer, von 
dessen Kugeln aus zwei Drahte zu zwei parallel geschalteten 
Kohlrausch*schen Condensatoren führten. Zwischen den Platten 
derselben hingen an gefimissten Glasstabchen die zu unter- 
suchenden Scheiben oder Stäbchen, die durch einen Tropfen 
Schellack an den Stäbchen befestigt waren. Die Stäbchen 
selbst hingen an einem Spiegel, dieser an einem feinen Metall- 
faden, der an einer Ebonitfassung innerhalb einer Glas- 
röhre aufgehängt war. Wenn der Spiegel sorgfältig den 
Platten des Condensators parallel gestellt wird — was auf 
optischem Wege jedesmal controUirt wurde — , wird die 
ganze Aufhängung selbst von den Ladungen nicht be- 
einflussi Die Stäbchen und Scheiben wurden sorgfältig 
so befestigt, dass sie genau unter 45^ gegen den Spiegel 
und damit gegen die (Jondensai<)r})laiten standen. In dem 
einen der Condensatoren, den wir als Standard bezeichnen, 
hing zunächst eine dünne Kreisscheibe aus Schwefel, deren 
Ausschläge uns das Mass für die vorhandene elektrische 
Kraft gaben. Später wurde für manche Körper ein Kupfer^ 
Stäbchen zum Vergleich genommen. Der Abstand der Gonden- 
satorplatten wurde bei beiden Instrumenten gewöhnlich gleich 
gross gemacht (25 mm, bei grossen Dielektrizitätsconstanten 
35 mm). 

Theorie der Versuche. 

Ein dielektrisches KIlipsoid wird in einem homogenen 
elektrischen Felde gieichuiäääig polarisirt. Hat das EUipsoid 
die Gleichung 



i^iyui^ud by Google 



GrartM iutd Fomm: Dispersion eleklrist^ier Weüen, 



193 



und wirken in der Riebtang der sye^ks» die indnciienden 
Kräfte XZJ?, so sind die didbkiriBclien Momente des Ellipeoids 
pro Yolnmeneinheit^) 



wo Aq Bq Cq von dem Verhältniss der Axen abhängige 
Constanten sind und x die „ Dielektrisirungsconstante" ist, ent- 
sprechend der Poisson'schen Magnetiairungsconstanten. Die 
Dielekirizitätsconstante D ist 

In unserem Fall haben wir ein Rotationsellipsoid, dessen 
Botationsaze die dP-Aze sei. Die x- und y-Axe mögen in 
einer horizontalen Ebene liegen nnd es möge die elektrische 
Kraft unseres Feldes den Winkel (p mit der a?-Axe bilden 

(g) ist bei uns nuliezu = 45^). Ist P die ganze elektrische 
Kraft, d. h. die PotentialdifFerenz W der Platten dividirt 
durch ihren Abstand und verläuft P, wie iu unserem Falle 
horizontal, so hat das dielektrische Moment unseres Ellipsoids 
die Grösse (wenn V das Volumen des Ellipsoids ist) 



K (i + x^)»^(i + x^,)» 

und die dielektrische Axe bildet mit der a?-Axe, der llotations- 
axe, einen Winkel (//, so dass 

tangi^=^-^-^-^taugy ist 1) 

Das Drehungsmoment, welches den Winkel q> zu ver- 
grössern strebt, ist 



1) Eir( hhoff, Vorlesangen über Elektrizität S. 166. 

1894. Matb.-phys. Gl. 2. 13 
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_ x' P« sin 2 ^{B,-A, )V 
"~ (H-x^)(1 + k£J 

Bei unserer Aufhängung wird bei den Stäbchen der 
Winkel q> verkleinert, bei den Scheiben yergrössert. 

Diesem Drehungsmoment wird, wenn der Winkel 9 sich 
um a Terkleinert hat, durch die Torsion des Drahtes das 

Gleichgewicht gehalten. Ist also M der Torsiouscoefficient 

des Auf hangedrahtes und wird die Grdsse ^^^^ ^ 

mid «.gleich, wi« b« u»en« VenllJ 2^-^ 

angenommen, so wird 

2) jfp^^-j^-g o-A)^ 

' ^ (l + x^.)(l+xB,) 

W«den die entsprechenden GrBasen für die Standard- 
acheibe mit y, )f, 31t, 8,, 9^ 8 bezeichnet and wird 

y' (g , - a,) SB __ 

gesetzt, vorausgesetzt, dass y bekannt ist, so wird 

3) ... -^^ ' 



woraus x zu bestimmen ist, wenn ^, K gemessen, 
berechnet sind. 

Die Grösse und B^ ergeben sich ^) 

1. für eine Scheibe, wenn a die halbe Rotationsaxe, 



5 die andere Halbaze ist und 1/ — ~ä gesetssk wird: 



1) KirchhoU Mechanik S. 131. 
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J^o ^ |(1 + «*) flrctang « — e| 
2. für ein Stäbchen bei derselben Bezeichnung der Halb- 
axen, wenn ~ V gesetzt wird 



i'.-^;{(i-^)(i<«.«t)/{^^)+ 



Die Messungem 

Za den Messangen wnrden 4 Lejdener Flsscben benützt, 

die wir, von der kleinsten angefangen, als IV, III, II und I 
bezeichnen. Die Capacitäteii dieser Flaschen wurden direkt 
verglichen und ergaben, bezogen auf Ciy = 100, die Werthe 
Civ = 100, Cm = 151, Cii = 185, d = 396. Da aber in 
Qiueren Beobachtungen zn den Flaschen noch die beiden 
CSondensatoren parallel gescbaltefc waren, so sind die Ver- 
hältnisse kleiner. Die in Betracht kommenden CSapacitftten 
lassen sich angenähert aus den Aasschlägen unseres Standard- 
instrumenta bei so grosser Entfernung der beiden Mikrometer- 
kugeln, dass keine Funken mehr überspringen (r = oo), 
vergleicben. Es waren z. B. diese Ausschläge a und die 
daraas berechneten Capacitäten C 

Flasche IV HI II I 
a 644 481 880 199 

a 100 149,6 170 324 

Letztere Werthe Yon C sind für unsere Versuche mass- 
gebend. 

18* 
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Die entsprechenden Wellenlängen die den Wurzeln 
ans den Capacit&ten proportional sind, sind 

ilnr = 100 Xui = 122,3 Xu = 130,4 Xi = 180,0. 

Die Wellenlängen umfassen also keine ganze Oktave. 
Ausserdem aber konnten wir, wie erwälmt, sehr grosse Wellen- 
längen anwenden, indem wir ohne Funken, bloss mit den 
KubmkorffschwinguDgen arbeiteten. Diese Wellenlänge wollen 
wir als kß bezeichnen. 

Bei jeder Flasche worden gewöhnlich 4 Messungen in 
der Art gemacht, dass die Fankenstreeke auf 3 Tersehiedene, 

jeweils passende Abstände gebracht wurde, bei denen con- 
tinuirlich Funken übergingen und die wir von der grössten 
zur kleinsten mit Tai 

Tft, Tc bezeichnen, und eine vierte Messung 
ohne Funken, mit bezeichnet. Wir nehmen an, dass bei 
derselben Flasche die Scbwingongsdauer sich nicht wesentlich 
ändert, wenn man der Funkenstrecke die LSngen t«, t^^ Tc 
gieht, die hdchstens um einige Millimeter differirten. Feddersen 
zeigte bereits, dass diese Verftndemng ohne wesentlichen Ein- 
Auas ist. 

Beobachtungen an Schwefel. 

üm die Dielektrizitatsconstante des Schwefels fttr ver- 
schiedene X zu messen und zugleich für unser Standard- 
instrument das }' zu bestimmen, welches in die weiteren 
Messungen eingeht, wendeten wir eine Scheibe und ein 
Stäbchen aus Schwefel an. Aus dem Verhältniss ihrer 
Drehungen liisst sich y berechnen. Bezeichnen wir nämlich 
fUr die Scheibe alle Grössen mit deutschen, für das Stabchen 
mit lateinischen Buchstaben, so ergieht sich aus der obigen 
Formel 2) 
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Es ist dabei YoraosgeBetst, dass die beiden Schwefel- 
stficke dasselbe y haben, eine YoraiissetKmig, die wohl un- 
bedenklich ist, da Scheibe nnd Stäbchen gleichzeitig beige- 
stellt waren. 

Die Resultate der Messungen sind folgende, wobei jeder 
Werth yon ^ ans mindestens 3 dnrch Sehwingnngsbeobach- 
tungen erhaltenen Einzelwerthen das Mittel ist. 

p r,., Schwefektäbchen 
Werthe von - für -g-r — > , , — 
p Schwefeischeibe. 







ha 




^1 




T = a 


0,5695 


0,5568 


0,5866. 


0,6609 


0,6684 ans I 


T = 6 


0,6668 


0,5643 


0,6608 


0,5678 


0,6687 . n 




0,5705 


0,5691 


0,6491 


0,5686 


0,6688 .m 












0,5699 . IT 



Mittel 0,6694 { 0,5684 { 0,6668 | 0,5589 | 0,6649 

Diese Zahlen weichen vom Mittel um nicht mehr als 
1% ftb, so dass eine Abhängigkeit von der Wellenlänge 
nicht zu erkennen ist, sie zeigen zugleich, dass die Metbode 
bis auf 1 bis 2^/^ ftbereinstimniende Zahlen eigiebt. Diese 
Fehlergrenze beruht hauptsächlich darauf, dass der Unter- 
brecher des Ruhmkorff nicht regelmässig funktionirt, ein üebel- 
etand, der durch die gleichzeitige Beobachtung an zwei In- 
strumenteu wohl in seiner Wirkung reducirt, aber nicht 
ganz unschädlich gemacht werden kann. 

Die zur Berechnung Ton y nothwendigen Constanten sind 

«0« 11,8432 «0 = 0,3616 SÄ = 4,4174 

4,== 0,Ü105 BQ = b,97SQ itf = 4,3400. 

P 

Ans dem Mittelwerth aller — ergiebt sich 

P 
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y = 0,24915 

Dieser Werth für D liegt nahe an dem yon Boltzmann 

gefundenen, welcher für die drei Hauptaxen die Werthe 
fand Z)^ 4,773, 3,970, 3,811, im Mittel also 4,184. Diese 
beiden Schwefelstücke wurden gleich nach der Herstellung 
(Gass) untersucht. Für andere, lange benutzte Schwefel- 
efcficke ianden wir y = 0,24dl5, woraus D = 3,798 eich er- 
giebi. Eb kt bekannt, daas gegossener Schwefel beim Stehen 
spontan in eine andere Modifikation fibergeht. 



Beobachtungen an Paraffin. 

Eine Parafifinscbeibe 7on 20>9 mm Durchmesser und 
lf2 mm Dicke wnrde mit einer Schwefelscheibe yerglichen, 
für welche s = 54,855 (s. p. IU4) war. Es ergaben sich folgende 

W^t.« tr«« ^ «Hl. Paraffinsch eibe 
vVertbe von nur g-r — T~i — ü mT" 
p Schweieischeibe. 







^III 


^11 






T- n 

T = Ö 


0,3239 
0,3388 
0,8682 


0,3406 
0,3607 
0,8841 


0,3116 
0,3572 
0,8581 


0,3463 
0,3375 
0,8420 


0,3492 aus I 
0,8441 , II 
0.8327 , III 
0,3434 , IV 



Mittel I 0,8866 | 0,8418 | 0,8406 | 0,8419 j 0,3423 

Auch hier lässt sich, wie zu erwarten, ein Gang der 
Dielektrizitätscoustante nicht erkennen. Aus dem Mittel- 
werth der — und den Constanten der Paraffinscheibe Ä» 

»11,5105, 0,52788, F= 411,7 ergiebt sich 

X« 0,1162 

2) = 1 + 4 X = 2,20. 
Boltsmann fand für Paraffin 2,32. 
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Beobaobtungen an Wasser. 

Um Körper mit grösserer Dielektrisitfitsoonstanto auf 
ihre etwaige Dispersion zu untersuchen, gingen wir bald 
zum Wasser über, dessen Dielektrizitätsconstante die grösste 
bisher gemessene ist. Wir braclitcii das Wasser in eine kleine 
dünnwandige Ebonitröhre (20,1 rani Lüiit^e, 3,0 mm Durcli- 
messer), welche an den beiden Enden durch lübonitpfröpf- 
cben yerscbloflsen war. Die Messungen wurden erst an 
der leeren, dann an der mit Wasser gef&Uten JBidhre yor^ 
genommen und die ersteren Ausschläge, auf gleiche Standard- 
ausschläge reduoirt, von den letztem abgezogen. Diese 
Correktion betrug 2 — 3°/o. Mit den Ruhmkorfifechwingungen 
allein haben wir keine Messungen angestellt, weil ))ei unsern 
Potentialen dann die Ausscliläge zu gross wurden, so dass 
merkbare Einwirkungen der Ladungen auf den Spiegel der 
Aufhängung stattfanden, die nur unsicher hätten elirainirt 
werden können. Wir beschranken uns also auf die Angabe 
der Resultate mit raschen Oondensatorschwingungen. Die 
bentltzte Schwefelscheibe hatte ein « ^ 48,610. 

Die Beobachtungen ergal)en folgende 

„ p ^ WfLsserröhrchen 

Werthe von — für tv-. — „ , . 

n ochwefelscheibe. 











r= 0 


4,1812 


4,1823 


4,1324 




4,1577 


4,1326 


3,9869 


T = C 


4,1117 


4,0481 


4,0802 


Mittel 




4,1210 


1 4,0666 



Es scheint hier ein Gang der Dielektrizitätsconstante 
in der Weise vorzuliegen, dass mit wachsender Wellenlänge 
auch die Dielektrizitätsconstante grösser wird. Da jedoch 

die Differenzen der - 2°/o nur wenig übersteigen, so ist das 
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Resultat nicht sicher. Ans dem Mittelwerth der — und 

^^ = 0,45998, J?o = 6,05330, F= 140,00 ergiebt sich 

X « 5,8324 
D = 73,54 

ein Werth, der mit den hisher bekannten gut übereinstimmt. 

Es ist jedoch dieses Resultat bei so f^rossen Werthen von D 
nur durch aussergewöhnliche Sorgfalt zu erreichen und zwar 

d^hlb, wen eb«. d« Werth so ««« d«s Meine 

Aenderungen in ihm und kleine Ungenaui<^keiten in der Be- 
stimmung der Dimensionen des iiöhrchens schon grosse 
Aenderungen von D hervorbringen. 

Um diesen Uebelstand, der auch bei anderen Substanzen 
sich zeigte, zu rermeiden, haben wir versucht, ob wir nicht 
derartige Körper mit grossem D mit Metallen vergleichen 
können. 

Beobachtungen an Kupfer. 

Wendet man die Mosotti-Poisson'sche Theorie auf Metalle 
an, so ist, weil für diese bei statischen Zuständen das 
Potential oonstant sein muss, die Dielektrisirangsconstante 
X a 00 zu setzen. Es war die frage, ob bei onsren, immer- 
hin raschen Schwingungen die Ladungen den Metallen 
gegen über noch als statische oder besser quasistatische an- 
zusehen wären. War das der Fall, dann musste ein Kupfer- 
stäbchen den Werth 2) = oo ergeben. Dabei ist zu bedenken, 
dass die oben entwickelte Formel 3, durch welche man D aus 

^ bestimmt, eine Curve von folgendem Verlauf giebi. Tragt 

man die ^ als Abscissen auf, so steigt die Curve von D erst 

langsam, dann rascher an und geht endlich steil bis -f- oo, 
um dann nach — oo zu springen nnd mit weiter wachsendem 

— allmählich kldnere n^tive Werthe von 2> zu liefern. 
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Wenn also die Beobachtungen einen sehr grossen positiven 
oder negativen Werth von D ergeben, so ist dies ein Beweis 
für Ks 00. Die Beobachteingen ergaben fOr ein Kupfer- 
sttbohen Ton 23 nun LSnge und 2,94 mm Darchmesser (an 

den Enden abgerundet) folgende 

P Kupferstäbchen 
Werthe ?on \- für ^T^r , 







^11 




» = a 


7,971 


8,008 


8,004 




8,153 


7,823 


8.063 




7,988 


8,086 


8,017 


Mittel 


8,0357 


7,9720 


8,0280 



Mit dem kleinsten Werth 7,9720 ergiebt sich i>» 
+ 7445, mit dem groesten 8,0357, der nur nm 0,75% grösser 
ist, D » — 9120, so daas damit der Werth von x « oo iür 
unsre Schwingungen als gültig bewiesen ist. 

Wenn dtis Kupferstäbchen als Standard genommen wird, 
so ist der Werth der Grösse s (p. 194). 

Beobachtungen an Bromblei. 

Ein Stäbchen aus Bromblei von 21,6 mm Länge und 
3,9 mm Dicke ergab mit Kupfer verglichen folgende 

„r ^, p Brombleistäbchen 

Werthe von ^ iür y^^^ .«lu^h^» 
p Ikupterstabcben. 







^11 








0*8767 


0,7838 


0,8356 


0,8223 




0,8573 


0,8486 


0,7929 


0,7884 




0,8487 


0,8141 


0,7966 


0,7760 


Mittel 


1 0,8592 


0,8152 


1 0,8080 


1 0,7956 
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P 

Hier zeigen die Zahlen Ton denen die Dielektrizitftts- 

constante abhängt, einen ansgesprochenen Gang mit der Wellen- 
lange nnd zwar so, dass die Dielektrizitatsconetante mit 
wachsender Wellenlänge selbst wächst. Die Berechnung er- 
giebt f&r die Dielektrizitätsconstante 







^lll 


An 


^1 




41,792 


42,988 


48,692 


48,648 



Dieser Gang zeigt au, dass bei kfirzeren Welh ti als 
liv Absorptionen und anomale Dispersionen stattgefunden 
haben nnd dass die Dispersionseurve in unserem Interrall 
noch in ansteigendem Gang ist. 

Beobachtungen an Jodblei. 

Denselben Gang ergaben die Beobachtungen an einem 

Jodbleistäbchen von 21,7 mm Läoge und 3,60 mm Dicke. 

Es ergaben sich folgende 

„ ^, » ... Jodbleistäbchen 

Werthe von ~ für — j — i^~r — 
p Kupferstabchen. 







hl 




j— a 


0,8178 


0,8030 


0,8243 




0,9303 


0,9191 


0,8544 


j = e 


0,9866 


0,8977 


0,8168 


Uittel 


0,8846 


0,8788 


0,8815 



Die Differenz der äussersten Werthe ist 7°/o. Die daraus 
berechneten Werthe der Dielektrizitätsconstanten, die grössten 
bisher bekannten, sind 







hl 


h 




113,2 


147,7 


172,8 
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Wenn nun auch der Gang der DielektrizitSlseonstanto 
bei diesen beiden Körpern die frühere Ansicht zn beseitigen 

scheint, dass mit Abkürzung der Ladungszeit die Dielektrizitäts- 
consbmten kleiner werden, weil die Leitung sich dann nicht voll 
entwickelo kann, so »cheinen uns gegen diese Erklärung die 
Gründe zu sprechen, dass erstens bei unserem Wasser (Wasser- 
leitungswaaser, nicht destillirtes Wasser), welches ein besserer 

Leiter als Jodblei und Bromblei bei diesen Temperaturen ist, 

p 

eiu so erhebliches Auwacbseo von — mit waschsender Wellen- 

P 

länge sich nicht zeigt, sondern nur ein noch in die Be- 
obachtungsfehler fallendes und zweitens, dass unsere nun 
anzuführenden Beobachtungen an Beryll ein ganz anderes, 
anomales Verhalten zeigten. 

Beobachtungen an Beryll. 

Wir hatten eine senkrecht zur Aze geschnittene Beryll- 
scheibe, welche wir der Freundlichkeit des Herrn Prof. Groth • 
Verdanken. Ihr Durchmesser ist 15,') mm, ihre Dicke 0,44 mm. 
Daraus ergeben sich ihre Constanten 

^ = 12,0254 £^ — 0,27038 F= 83,025 

Folgendes ist das Resultat einer ersten Messungsreihe: 

wertne von — lur — -r-j — — 







^11 


1 






t aas a 


1,0246 


0,7836 






1,1270 


0,0935 au8 I 


T = b 


1,1027 


0,7149 






0.9531 


0,7165 „ II 




0,9410 


0,7767 






1,0698 


0,6735 , IV 


Mittel 


1,0228 


0,7684 






1,0499 


[ 0,6952 



Die Zahlen zeigen deutlich eiu Minimum von ^ und 
daher auch ein Minimum der Dielektrisitfttseonstante für die 
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Wellenlänge In, Die DielektrizitätsGonsbuiten ergeben sich 
aus diesen Zahlen: 







^11 








8,608 


6,680 


9,207 


6,948 



Der Verlauf dieser Zahlen, die hier von der kürzesten 

zur längsten Wellenlänge fortschreitend geordnet sind, ist 

genau derselbe, wie der für den optischen Brechungsindex bei 

anomaler Dispersion. Es sind z. B. fftr Fuchsin die Zahlen 

von Wemicke fttr die 

Lmie H G C A 
«= 1,54 1,81 1,90 1,78. 

Um die Werthe von D sicherer zu bestimmen, haben 
wir eine zweite Versuchsreihe mit einer andern Schwefel- 
scheibe als Standard angestellt, indem wir noch die Flasche III, 
die eine Wellenlänge zwischen II und IV ergiebt, hinzu- 
nahmen. 



Folgendes sind die 

P Beryllscheibe. 
Wertbe von ^ fOr — fi— u u rr 
)) Schweielscneibe iL 







hll 


^11 








0,6274 


0,5042 


0,5407 


0,6233 


0,5217 aus I 


T = 6 


0,C146 


0,5189 


0,5426 


0.6008 


0,4885 , 11 


t = c 


0,6738 


0,4775 


0,5360 


0,6572 


0,5110 „ III 












0,4876 , IV . 


Mittel 


0,6063 


0,6002 


0,5398 


0,6271 


0,6029 



Es ist also hier der Gang der Zahlen genau derselbe, 
nur zeigt sich das Minimum noch bei kürzereu Weilen als 
früher, nämlich schon bei der Wellenlänge hn- 

Die hieraus berechneten Wertbe von D sind, zusammen- 
gestellt mit den aus den vorigen Beobachtungen, folgende: 
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^in 


^11 






Beob. I 


8,50 




6,58 


9,21 


5,94 


Beob. II 


7,80 


6,60 


7,08 


8,04 


. 6.68 


Mittel 


8,16 


1 6,60 


6,83 


8,62 


6,81 



Die ans der Formel = D beredmeten Brechungs- 
exponenten sind folgende: 

«»2,846 2,588 2,613 2,936 2,512. 



Curie ^) fand für Beryll in der Richtung der optischen 
Axe De == 0,24, senkrecht zur optischen Axe Da = 7,58. 

Die Dispersionsciirve verläuft übrigens bei Beryll lange 
niclit so scharf, wie sie es bei Enchsin thnt. 

Wir beabsichtigen diese Erscheinungen bei BerjUstftb- 

chen anderer Provenienz und verschiedener Orientirung der 
Axe weiter zu untersuchen und die Wellenlängen, bei denen 
die anomale Dispersion stattfindet, absolut zu bestimmen. 
Aus der Thatsacbe der anomalen Dispersion lässt sich auch 
erkennen, warum die Einzelbeobachtungen beim Beryll nicht 
denselben Grad der (Jebereinstimmung zeigen, wie bei anderen 
Substanzen. Wir haben es ja sicher nicht mit ganz reinen 
Wellen za thun, sondern jedenfalls mit etwas gemischten, 
znm mindesten schon dadurch, dassdie Ruhmkorf&chwingungen 
sich den Funkenschwingungen überlagern. 

Wenn man die oben unter 1 angegebene Formel be- 
trachtet, 80 erkennt man, wie sich in unserem Falle das 
Analogen zu der prismatischen Trennung der Farben ergiebt. 
Denn der Winkel, den die dielektrische Axe des polarisirten 
Korpers mit der Rotationsaze bildet, ist, wenn g> ^ 45® ist, 



1) Curie Ann. chiin. et phjs. (6) 17. p. 385. 1889. 
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Hat also x ftlr yerachiedene Längen der Wellen yer- 
scbiedene Werthe, so ist die Richtung der dielektrisclien Axe 
im Körper jedesmal yerschieden und ein System von ver- 
schiedenen gleichzeitig ankommenden Wellen gieht eine 

Reihe von fächerartig auseinaadergehenden dielektrischen 
Axen. 

Da die Absorption der elektrischen Strahlen, die die 
Dispersion bedingt, von der Leitung abhängt, so folgt 
aus unseren Yersuchen auch, dass die Leitungsfahigkeit 
solcher Körper hei Terschiedenen Wellenlängen Terschieden 
sein muss und allgemein, dass DielektriziiStsconstante und 
Leitungsfähigkeit nicht ToUständig von einander nnahhängige 
Grössen sind, sondern dass sie in ähnlicher Weise durch die 
Constitution des Körpers zusammenhängen, wie in der Optik 
absorbirender Körper die Brechung und die Absorption. 

Mönchen, Physik. Institut d. Unirers., Mai 1894. 
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neber den Beweis des MazweU schen öeschwindig- 
keitsYertheflungsgesetzes unter Gasmolekttlen. 

Von. Ludwig Boltsmann. 
(Skigdai^ ff. Jlai,) 

Der Abflchnitb der Kirehhoff*Bcheii Yorleeangen über 
Ghistheorie (Iberragt so wie die übrigen Theile diesee Werke» 

sowohl iu der Vorzüglichkeit der Auswahl des Stoffes als 
auch in der Darstellung weit die gewöhnlichen Lehrbücher. 
So wird dort zum ersten Male auf die Richtigkeit der That- 
sache hingewiesen, dass die 3 experimentell so oft gefundenen 
Werihe l • 67, 1 »4 ond 1 • 33 für das Verliältnias der Wärme- 
capocitateD eines Gases bei constantem Drucke und Volumen, 
aus der Annahme der Analogie der Gasmolekttle mit festen 
Edrpercben folgen und icb will bei dieser Gelegenheit nur 
beilanfig bemerken, dass der Haupteinwand gegen diese 
Analogie, der auf der complicirten Natur des Spectrums 
selbst des Hg-DsLm^fes begründet ist, durch die Versuche von 
Pringsheim^) sehr an Bedeutung verliert, welche beweisen, 
dass diese Spectra nicht durch die regelmässige innere Wärme- 
bewegung der Gasmolekttle zwischen je 2 Zusammeost&ssen, 
eondem durch fremdaitige chemische Erregungen (elektrische 
Schwingungen im umgebenden Aether?) hmorgebracht werden. 

1) Wied. Ann. 49, p. 347, 1893. 
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ümsomehr mfissen, wie mir scheini, die Ungenauigkeiten 
der Darstellung in dem eingangs erwähnten Buche rtick- 

haltslos aufgedeckt werden, damit sich nicht, von Kirchhoffs 
Autorität gedeckt, Irrthünier in die Gii-stheorie einschleichen. 
Denn selbst diejenigen, die wie der Herausgeber des in Rede 
stehenden Theiies der Eirchhoff^schen Vorlesniigen die Gas- 
theorie des auf sie aufgewandten Scharfemnes unwerth achten, 
können nnd sollen nicht wünschen, dass, wer überhaupt über 
Gastheorie schreibt, es mit geringerem Scharfeinn thue. 

Auf Seite 147 des 4. Bandes der Vorlesungen über 
mathematisclie Physik findet Kirchhoff für die Wahrschein- 
lichkeit, dass gleichzeitig die Coordinaten und Geschwindig- 
keitscomponenten eines von einem Zusammensfcosse kommeu* 
den Molekülpaares in den durch das Integrale angegehenen 
Gebieten liegen, den Werth: 

• y d Xx d y^d Zi d d r^i d Li d d y.i d d i'^ d i]^ dt^ 

Da hier Q einen bestimmten Werth hat, nach welchem 
sp&ter differentiirt wird, so sind die Grenzen der Gebiete so 
eng zn ziehen, dass sie nar Molekülpaare umfiassen, die vor- 
her in ganz bestimmter Weise zusammengestossen sind. Das 

<xleichzeitige Zusammentreffen zweier Moleküle in diesen 
beiden Gebieten kann daher nie durch die zufällige progressive 
Bewegung, bei welcher beide Moleküle von einander unab- 
hängig sind, veranlasst werden, sondern nur durch einen 
▼orhergehenden Zusammenstoss. Die Wahrscheinlichkeit, dass 
beide Moleküle gleichzeitig in diesen Gebieten liegen, darf 
daher nicht, wie die Wahrscheinlichkeit des Znsammen- 
treffens zweier Ton einander unabhängiger Ereignisse be- 
rechnet und gleich 

gesetzt werden, wodurch die Beweiskraft der folgenden 
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Dedactionen hinfällig wird. Diese Wahrsclieiiilichkeit kann 
nur ans der Wahraoheinlichkeit der Zustände der beiden 
Molekflle Tor dem Znsammenstosse und dem Verlaufe des 
letzteren berechnet werden, wodurch sich der Ausdruck 1) 
ergiebt. Erst wenn man die Gültigkeit der Gleichung 

bereite voraussetzt, folgt, duss diese Wahrscheinlichkeit eben- 
sogross ist, als ob die beiden Moleküle unabhängig von 
einander in die betreffenden Bezirke gelangt wären, woraus 
dann Maxwell in bekannter Weise schliesst, dass sein Ge- 
Bchwindigkeitsyertheiinngsgesetz durch die ZusammenstSsse 
nicht verändert wird. Dass nicht auch andere Geschwindig- 
keitsvertheilungsgesetze möglich sind, die durch die Zusammen- 
stöase ebenfalls nicht gestört werden, kann auf diesem Wege 
überhaupt nicht bewiesen werden. 

Bezüglich der Anwendung der auch von Kirchhoff be- 
nützten Functioualdeterminante in der Gastheorie sowie deren 
Beziehung zu Liouville und Jacobis Rechnungen vergl. Wien. 
Sitzungsber. Bd. 58, Oct. 1868, Bd. 63, März 1871, Apnl 
1871 etc. beztiglich der Abgrenzung der Integrationsgebiete 
Tor and nach dem Znsammenstosse, Wien. Sitzungsber. Bd. 66, 
Oct. 1872, Abschn. 4. Die letzte dieser Abhandlungen citirt 
auch Hr. Planck bei anderer Gelegenheit. 

Um nicht niissverstanden zu werd^^n, will ich mich noch 
enger dem Texte des Kirchhoff'schen Bik hcs anschliessen. 
Daselbst werden auf Seite 145 zwei Gebiete der Yariabelu 
fd Xidyxdßxd^xdiiyd & und fdXtdytdßtd%tdri^dt^ be- 
trachtet. Nehmen wir nun un, es soll sich gUnchzeitig ein 
Molekül in dem einen und ein 2. in dem 2. Gebiete hv- 
finden (d. h. die VVerthe der Coordinateu und Geschwindig- 
keitscomponenten des betreifenden Moleküls sollen innerhalb 

der durch das Integrale angegebenen Grenzen liegen). Dann 
m mnek.^jM, gl s. 14 
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sind, je nach der Lage der betrelTendeu Gebiete 3 Fälle 
mdglich. 1. Die beiden Moleküle eilen eben einem Zusammen- 
stosse za (d. h. sie stossen, nachdem sie gleichzeitig die 
Gebiete passirt haben, miteinander zusammen und keines 
stösst in der Zwischenzeit mit einem 3. zusammen). 2. Sie 
kommen eben von einem Zusammenstosse (d. h, sie stiessen, 
vor sie in die Gebiete eintraton, miteinander zusaiiimen, 
wieder ohne da.ss eines derselben in der Zwischenzeit mit 
einem 3. zusammeustiess). Der 3. Fall umfasst alle anderen 
Möglichkeiten. 

Im KircbhofiTsehen Buche wird nun auch im 2. Falle 
die Wahrscheinlichkeit, dass beide Molekfile gleichzeitig in 
beiden Gebieten liegen, gleich dem Produkte der Wahr- 
scheinlichkeiten gesetzt, dass je eines der Moleküle im be- 
trotienden Gebiete liegt, was nur erlaubt ist, wenn man die 
Richt igkeit der zu erweisenden Gleichung f(ui -\- Q) f — Q) 
= f(ui)f(Ui) schon voraussetzt. Denn da im 2. Falb} die 
Gebiete so liegen , dass soeben eine Wechselwirkung der 
Moleküle stattgefunden haben muss, so kann die Anwesen- 
heit des einen Moleküles in seinem Gebiete nicht als ein 7on 
der Anwesenheit des andern Moleküls in seinem Gebiete 
unabhängiges Erdgniss aui^efasst werden. 
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Zur Integration der DiSusionsgleichuiig bei 
variabeln Diffasionscoefäcienten. 

Von Ludwig Boitin manu. 
(Sktgikui/im S. MaL) 

Herr 0. Wiener gab*) eine interessante Methode au, 
den Vorgang der Diflfasion zweier Flüssigkeiten in allen 
Schichten gleichzeitig zu beobachten. Dabei zeigte sich be- 
deutende Veränderlichkeit des Diffasionscoefficienten. Herr 
Wiener zeigt, wie man diesem Umstände bei Berechnung 
der Versuche durch ein Näherungsverfahren Rechnung tragen 
kann. Ich habe nun schon vor langer Zeit ein Integrale 
der Difi'usions^leichung für variabeln Diffusionscoefficienten 
gefunden, welches Uausmaninger^) allerdings mit geringem 
Erfolge zur Berechnung der Versuche Waitz^s verwendete. 
Da dasselbe vielleicht zur Berechnung der Wienerischen 
Versuche nützlich sein könnte, so erlaube ich mir hier noch- 
mals darauf zurückzukommen. 

Zählen wir, wie Hr. Wiener die -\- x von der ursprüng- 
lichen Grenze der übereinandergeschichteten Flüssigkeiten 
aus vertikal nach abwärts, bezeichnen mit n^^ n die 
Brechungsindices in der obern resp. untern reinen und an 
irgend einer Steile der gemischten Flüssigkeit, mit t die 

1) Wied. Ann. 49 p. 106, 1898. 

2) Sitxongsber. d. Wien. Akad. Bd. 86, p. 1078, 1882. 

14* 
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seit Beginn der DiÖ'nsion verilossene Zeit und nehmen an, 
dass n die partielle Differentialgleichung 

dn d 



dt d 

erfüllt, wo k eine «^ei^ehene Funktion von n ist, sowie, dass 
die Diffusion weder Hoden noch Niveau der obern Flüssig- 
keit in merkliclier Weise erreicht hat, so folgt allgemein 

i C 



Vi 

n = n^ 3— 



2) 



2k 

— 00 

Man sieht, dass n und daher auch h nur Funktion von 
xiY^ ist. Unter den Integralzeichen ist immer der Werth 

des k für x:Yi=X zu verstehen. Ich will mich hier nicht 
weiter danuif einlass<'n, wie diese Formel al)geleitet werden 
kann; dass sie alle Bedingungen der Aufgabe erfüllt, sieht 
man ohne weiteres. Die Gleichung 2) würde auch richtig 
sein, wenn k direkt als Funktion von X'.Vt gegeben wäre; 
man konnte dann n unmittelbar daraas berechnen. Da aber 
hier Tc nicht direkt als Funktion von xiVt gegeben ist, 
sondern eine zu findende Funktion von n ist, so kann diese 
Formel zur Berechnung der Versuche nicht verwendet werden. 
Man muss vielmehr /: aus derselben berechnen. Man findet 
zunächst, wenn man wieder X = x\yi setzt 



und hieraus bei coustantem t 

00 

' X • dx* 4) 

dx 



^ 1 frf« 
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Ur. Wiener findet nun durch das Experiment direkt 
Garven, deren (ron einer schrägen Geraden an gezählte) 

d n 

Ordiuateu jg den VVertheu von 3— niultiplicirt mit der Con- 

ax 

stanten a S gleich sind, während die Ahscissen y = yQ-\- xjij 
sind. (Siehe dessen Fig. 13 pag. 123.) Dabei ist 17 eine 

experimentell gegebene Constante, aber der Werth des ij 
für die Stelle, wo die schräge Gerade die ursprüngliche 
Trennungsiiäche der beiden Flüssigkeiten schneidet. Daraus 



Wir berechnen nnn zn irgend einem x das dazu ge- 
hörige ?/, ziehen die diesem y entspreclieiule Ordinate js 
der Diffusionscurve, bezeichnen mit f den Flächeiiniuni, der 
links von der Ordinate ^f, oben von der schrägen Geraden, 
unten von der Diffusionscurve begrenzt ist, und mit die 
Abscisse des Schwerpunkts dieses Fläch enranmes. Dann ist 



der Werth des Ditfusionscoeflicieuten für das betreffende x 
und t. Kann der Anfang der Diffusion nicht genau festgestellt 
werden, so ist er natürlich als 2. Unbekannte einzuführen, 
die Gleichung 6) für 2 Terschiedene Zeiten aufzustellen, und 
daraus h und der Zeitanfang zu bestimmen. Die Vermuthung 
Herrn Wieners, dass der Diffasionscoeffieient besser aus Ver- 
suchen mit geringen Concentration.-^uiiteiäehieden berechnet 
werden kann, dürfte vollkommen richtig .sein. Dagegen kann 
die obige Formel dienen, um zu contruliren, ob für beträcht- 
liche Goncentrationsdifferenzen die Gleichung 1) gilt, in welchem 



folgt : 




9 




6) 
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Falle für beliebige Zeiten für gleiche Werthe voq n also 
von «2 — ff] auch für k derselbe Werth folgen raüsste. 

Sollte die Gleichung 1) nicht gültig sein, so könnte 
eine analoge yon der Ooncentration u gelten, so dass 



— = — Tx 



wwe. Wäre dann u=^f{n) und setzt man (») = A x = A;, 
80 hätte man 



oder 



dt dx\ dX/ ^ 



dt hdx^ 

An Stelle der Gleichungen 2), 3), 4) und 5) wOrde folgen 

X 



ffl s f I. — 



2k 



2 a) 



— 00 



hl dn , d^ti . dk (d w\* 
T dl 



j^hxdx^^^ XhsCy — y^dij 4a) 

Wäre h als Function von n=sn^ — iqf bekannt, so mfissten 
also die Ordinaten der Diffusionscurve eine Oorrection er- 
fahren und es müsst« erst von dieser corrigirten Curve der 

Schwerpunkt gesucht werden. 

Man könnte auch l)lo.s.s voraus.setztMi, dass n die Glei- 
chung 1 a) erfüllt und ohne Rücksicht auf ihre Bedeutung 
h und X; ab 2 unbekannte Functionen von ft betrachten. 
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Dann niüsste mau so verfahren. Für eine bestimmte Diffusious- 
curve itft t coustant. Daher folgt aus Gleicliuog 3 a) 

hxdn 
2 

also 



i dx * d«* ' dn \dxf ' 



\ d k 

In dieser Gleichuus sind die beiden Grössen r und 

^ also die beiden Goefficienteu der Gleichung 1 b) als die 

beiden Unbekannten (unbekannte Functionen von n) zu be- 
tracliten. Die übrigen Grössen können wie Hr. Wiener 
zeigt, leicht für jede DitFusionscurve berechnet werden. Man 
niiiss also in 2 zu verschiedenen Werthen von t gehörigen 
Diifuäionscurven solche Ordinaten (y) suchen, fQr welche n 
(also die Flächen f bis zu diesen Ordinaten) gleiche Werthe 
bähen. Diese beiden Stellen der beiden Diffusionscurren 
liefern 2 Gleichungen für die zu jenem n gehörigen Werthe 
1 dk k 

▼on 7-3— und ^. Wäre auch der Zeitanfang unbekannt, 

n a n n 

so müs.ste nocli eine 3. Gleichung aus einer 3. DitFusions- 
curve beigezogen werden. Man kann also so für l)oliebig 
viele n die Werthe der beiden Coefficienten der Gleichung 1 b) 
bestimmen. Natfirlicb ist dieses Verfahren auch anf den 
eingangs betrachteten Fall, dass die Gleichung 1) gilt, an- 
wendbar nnd dflrfte auch da dem früher beschriebenen vor- 
zuziehen sein. 

Besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse natür- 
lich wieder für den Punkt, wo ^ sein Maximum bat, also 
dßfdy^O ist. Für diesen Punkt ist 

h dn 2jst 
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Bezeichnen wir den Maximalwerth des z zu 2 verschie- 
denen Zeiten und mit und die dazu ^eliöri^eii 
y mit und y^^ so ist also, wenn mau anuiramt, dass sieb 

, , ' in der Zeit L — t. nicht erfaebUch Terftndert hat 
h an » i 

1 ^J? ^ _ ^± ^ [//q — y% _ - vA IQ) 

h d n 2 (/j — / J L *j .1 

Man könnte nun ans Versuchen mit geringer Goncen- 

triitionsdifferenz k als Function von n und daraus dJcidn 
Ijcrechnen. Würden diese Werthe mit den für grosse Concen- 
triitionsunterscliiede nach der letzten Formel (darin Ä = 1 
gesetzt) berechneten stimmen, 80 wäre dies ein Beweis der 
Gültigkeit der Gleichung 1). 

Obwohl die vorliegeuden Versuche Hm. Wieners zu 

einer ausführlichen theoretischen Discussion, wie er selbst 

bemerkt, noch zu ungenau sind, so will ich doch die Formel9) 
auf das Difigianim Wieners Fig. 15 p. 135 anwenden, um 
überhaupt zu zeigen, wie die numerische Berechnung ge- 
schehen kann. Daselbst ist 

£»--a ^ 575 9 ^ j ^^IQQ.ß^j^ d«1.027cm 

o7o»o 

4*18 

t = -^j- Tage, — y « etwa 4 mm, 0^20 mm, daher 

1 rfA_ 53cm* 
Ä äfi"" Tag 

Würde die Gleichung 1) gelten, so w&re h^l; obiger 
Ausdruck wäre also gleich dkldn. Anderseits findet Herr 
Wiener für k zwischen Wasser und d^/oiger Salzsäure 
den Werth Ä?, = 2 • 8, zwischen Wasser und 26^/oiger Salz- 
säure aber Ä\, = 4 • 2, daher — Ä'j = 1 • 4 cm*: Tag. Der 
Unterschied der Brechuugsiudices zwischen Wasser und der 
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letzten Salzsäure ist i]f:aö^ wobei /' die Fläche zwischen 
fler schiefen (Jt-rath^n und einer der Curven der Fig. 15 ist. 
Schätzt man / zu ü cm* (die Figur ist 7« linear verkleinert), 
80 wird rjf:ad = 0'Ob. Ä*, und l\ sind die Diffusions- 
eoefficienten beim mittlem Salzsäuregehalt. Es eDtsprichfc 
also ib| fast reinem Wasser, aber 13®/o Salzsäure. Daher 
entspricht der Aenderang — Diffosionscoefödenten 
etwa die Aenderang 0*025 des Brechangsindez; es 

iät also 




Dies stimmt gut mit dem oben für dkidn gefundenen 
Werth fiberein, was aber auch ein Zafall sein kann. Die 
Ableitung weiterer ffir die Berechnung nfitzlicher Formeln 
wird besser geschehen, wenn neue Beobachtungen Torliegen. 
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üeber die Anwendung des Princips des kleinsten 
Zwanges auf die Elektrodynamik. 

Von A. Wassmuth in Graz. 
(Btngtku^ 5. MaQ 

Ein Punkt m eines Sy>tenis von Partikeln möge sicli in 
der Zeit r, wenn er frei wäre, von a nach h bewegen, 
während seine wirkliche Bewegung durch die Strecke ac 
dargestellt sei; dann sagt bekanntlich das von Gauss aufge- 
stellte Princip des kleinsten Zwanges aus, dass ^m*&c* ein 
Minimum ist oder dass, wenn a d irgend eine virtuelle d. h. 
mit den Bedingungen des Systems verträgliche Bewegung 
vorstellt, stets: 5w«6c*<5m'6rl* sein muss. Sind x ij z 
die Coordinaten des Punkt(?8 m, auf den die Kräfte w? X, 
m y, m Z wirken sollen, i^o geht irgend eine Coordinate x 
in der sehr kleinen Zeit % für die wirkUche Bewegung über in : 

, dx . 1 X 4 

und für die freie Bewegung über in: 

d X 1 

so dass das Quadrat der Ablenkung b oder das Quadrat 
der Coordinatendifferenzen gleich ^ " ^/ + • •! 
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Mau bat daber einen Ausdruck Z — er soll der Zwang 
des Systems beissen — von der Form 

z-.»[(-;-x)-+C>'-.)V(S-.)l 

wobei sich die Suniiiie auf alle Partikeln erstreckt, zn einem 

Minimum iu Bezug auf die diver^eu Beschleunigungen: 

X v 

T-Jiy • • kurz X, ij^ 0 , . . gesebrieben werden sollen, 
a t* at* 

zu macben. Differenzirt man dabei die Bedingnngsgleicbungen 
des Systems: g)^ s 0, s 0 . . . zweimal nacb der Zeit, so 
muss man sieb, wie aus der obigen Ableitnng bervorgebt^), 

gegenwärtig halten, dass die Coordinaten x nnd ihre ersten 

Differentialquotienten als »gegeben" anzusehen sind; die 

Gleichung: =»0 drückt nur ans, dass die 3 ^^ + • • • 

unyeränderlichen Werthen gleich sein müssen. Fttr ge- 

d X 

gebene VVerthe der x und sollen also die x so bestimmt 

Cr t 

werden, dass Z zn einem Minimum werde. Man erbalt so 
die bekannten Gleichungen: 

— X) + ;ii^ + A,^/=^4-..«0 u. s. w. 

Statt der Coordinaten y ^ ... sollen nun n von einan- 
der unabhängige Variabein p^ p^P^ • • • Pn eingeführt werden, 
so dass die virtuelle Arbeit = Pj d|)j + -^a + • • + -f*« <^ P» 

und die lebendige Kraft T=\^^a^xp^px wird, wobei 

die P/i und ^xX^^Ax Coordinaten abhängen 

und die griechischen Buchstaben, wie im folgenden immer, 
von 1 bis n gehen. 



1) Lipschitz, Borch. Jour. 82. Band 316 (Uausüiiberger Mechanik I 
16ti); Gibbs, Beiblätter IV 319. 
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Daun wird d^r Zw&ng 2s vie Lipsehitx (&. a. O. p. 330) 
zdgte, aoieedr&ckt doreh: 

wobd ^ die I>eteniiiii«ite aas den m^i und A^r die adjimgiite 

rorstelit und 

ge»etzi ist 

Der Auödru. 1: für Z wird übeisiehtücber und ftir Tsfe- 
wiaBe) pfajfiikalisdie Probl^e geagneter, wenn die lebendige 
Knft T eingefulirt wird. Sdxt man n&mlich: 

_ d c T c T 



e 



80 ist^) auch 
und es wird: 



z- ' 



J„ (T. - P,)* +A^(T,-P,^ + ... 

+ 2^(r,-p.)(r,-p.) + ... 



1) C. f. e. g. VAyUigh, der Sihall. p. III: Sticke), Borck. 
Jan-. 107. p. »2. 
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Da dieser Ausdruck für den Zwang wie es scheint, 
neu ist, so ist es niclit überflüssig, nachzuweisen, dass man 
in Ausführung der Minimumsbedingung für zu den I/igrange- 
schen Gleichungen kommt. Dabei hat man zu Folge der 

obigen Bemerkung bei der Differentiation des Z nach die 

Grössen und als gegeben oder fix anzusehen und 
von der Beziehung: 

— = (lux — Uxfi 

Gebrauch zu machen. Man erhält so: 

oder, da diese Summen einander gleich sind, 
oder: 

Da nun nach einer Eigenschaft der Determinanten: 
A^v + ^2' + • • ^ <^ oder Null wird, je nachdem 

9 Z 

y SB= 1 oder y > l ist, so folgt also aus: r-^r- =s 0 auch 

T, — Pj = 0 d. i. die Lagrange'sche Gleichung: 

Für den Zwang Z lassen sich ganz ähnlich, wie niun 
für die Lagrunge'sche Grund^^^leichung Nebenformen') auf- 
stellte, noch andere Ausdrücke üuden. 

Wichtig für die Anwendung ist die Bemerkung, dass 
sich der Zwang Z. so darstellen ISsst, dass darin eine Be- 



1) Weinstein, Wied. Ann. 15. Badde, Mechanik I 397. 
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sohleuDxgang z. B. von den Übrigen losgelöst erscbeint; 

es ist: Z- J ^^(L^pjj^ + 2 M^Pi + N^) wo die L^M^N^ 

Z Z 

die p* nicht enthalten und und aus 7^ » 0 leicht 

gefanden werden können. 

»Sind bei einem pliysikiilischon Probleme die virtuelle 

Arbeit ]2 Pi/^^Pii und die lebendige Kraft ^=ö]S PxPx 

gegeben, so lässt sieb mittelst der Gleichung I der Zwang 
des Systems bestimmen; die Minimamseigenschafb 7on Z 
drückt ein — in Tieien Fällen sicher neues — Gesetz 
für das System aus, ganz abgesehen dayon, dass andere, 
vielleicht schon bekannte Gesetze durch wirkliches Differenziren 
des Z daraus folgen.* 

So hat z. B. Herr Boltzmann in wundervoll einfacher 
VV^eise an der Hand der Lagrange'schen Gleichungen, somit 
sich stützend auf mechanische Vorgänge, in seinen Vor- 
lesungen I die MaxwelPschen Gleichungen der Elektrizität 
abgeleitet. BU erhellt, dass man auch vom Principe des 
kleinsten Zwanges in der Form der obigen Gleichung I als 
Obersatz ausgehen kann und, da die virtuelle Arbeit und die 
lebendige Kraft angegeben werden, durch Aufsuchen der 
Mininuimsbedingung zu den Lagrange'schen (ileichungen und 
— nun ganz an der Hand Boltzniann's fortschreitend — 
zu den JSklaxweirschen Gleichungen kommen niuss. Wenn 
es auch auf diese Art schwer möglich sein wird, die klassischen 
Methoden Boltzmann*8, besonders die im 2. Theile seiner 
Vorlesungen, noch mehr zu vereinfachen, so drückt die Be- 
dingung: Zass Minimum immerhin eine neuerkannte Wahr- 
heit ans. 

Als ein Beispiel möge der Fall von 2 cykliachen Coor- 

dinaten px = ^'i und pt =C — von den langsam veränder- 
lichen Parametern h werde einstweilen abgesehen — be- 
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trachtet werden. Hier ist : 2* = ^ o,i pj -f- ^ 0^ + Pi Pi 

A B 

a= 2^ r* + -g- r,* + 0 Ti 6, wenn Boltzmann^s Bezeichnung 
eingeführt wird. Es folgt: an = ii, — J9, Ou = 0, 

^« l^^l - ^ ^ - C;^, = ^, ^, = - 0, ^a, = ^ 

T^^j-^(Äl'i + 04), T^-^j-^{BU + er,). Ausserdem 

möge wegen der Reibung oder Zähigkeit die von I\ayleigh 
aufgestellte Zerstreuungütunktion (a. a. 0. 108 und 109 pg.) 

durch 1 2 ('^^ ^» + • = ^ \ ^" ^' ^" ^' 

beseichnet werden; dann tritt bekanntlich zu den Kräften 

Gründen, dass = 0 ist. 

Hiemit wird denn schliesslich der Zwang Z ausgedrückt 
durch: 

ZX{AB-C') = B (Ä l\ + C g - A - 6n rj' 

+ A^^^(Bt, + CQ'-L,^buli^ 

und es soll Z ein Minimum sein, derart, dass ^,« = 0 und 
dZ 

ssz 0 ist. Hierin stellen (Boltzmann I pg. 34 und 35) 

^1 und ti die Stromstarken in 2 Leitern, hn und 632 deren 

Widerstände, L, und die elektromotorischen Kräfte in 
ihnen, A und B die Coefficienten der Selbstinduction und 
€ den der gegenseitigen Induction vor. Sind noch Condeu- 
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satoren (I. c. I 35) eingeschaltet, so treten noch Glieder von 

der Form: r?, 7, und d^l^ in die Khunmern. 

Die Bedingung: Z= Minimuni spricht alsf) ein elektro- 
d yn aniiselu'S Grundjijesetz aus und liefert die Tlieorie 
der Selbstiuduction und wechselseitigen Inductiou für nicht 
zu schnelle Stromschwankungen. Will man auch die pondero- 
niotorischen Kräfte erhalten, so muss ein langsam ver- 
änderlicher Parameter Ic neben ^, und als 3. Yariabele 
eingefE&hrt, der allgemeine Ausdrack für Z aafj^stellt und 

die Gleichung .. 0, wobei k und k als constant auzu- 

9 k 

sehen sind, gel)ildet werden; erst nachher liat man k = 0 und 
Ä; = 0 KU nehmen und erhält, wie Boltzmann, die Beziehung; 

dk'^ 2 Bk 2 dk ' * dk 

Auch die Akustik bietet ein weites Feld zur Anwendung 
des obigen Principes. Es treten da häufig in dem Ausdrucke 
flSr die lebendige Kraft nur rein quadratische Glieder mit 
gleichen Coefficienten auf, wesshalb sich dann die Gleichung 

f&r den Zwang einfacher gestaltet. 

Führt man die Abkürzung: Tft — P/t — Qfi ein, so ist 
der Zwang Z gegeben durch: 

d Z d Z 

Die Bedingung: — rr- « 0 iSsst sich durch: . vr- » 0 

o Po o f^o 

ersetzen. Man hat nämlich: 

^Z_dZlQ^ d Z dQn 

1894. Matk-phya. GL 2. 16 
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oder wegen ^ ^-^^Org 

aus diesen «-(llcichun<^en folgt, da die Determinante: D= \afi¥\ 
nicht verschwindet, .allgemein: 

Ditlerencirt man demnach den ohigen Ausdruck wirk- 
lich« so ergeben sich die »-Gleichungen : 

\l^^=A' + + •• + Ö« = 0; (»• = 1 • •") 

die, da die Determinante \Aitv\ = D*^~^ nie Null werden 
kann, wiederum die Lagrange sehen Qleichungen: = 0 . . 
Q^ = 0 nach sich ziehen. 

Haben die Kräfte P ein Potential U. so dass Pu= — ~ — 

wird, und enthalten die Bedingongen die Zeit t ezplicit nicht, 
80 hat man f&r die lebendige Kraft T einerseits: 



oder 



d T ' d T ' 



während andererseits, da T auch Funktion von j>, . . ist, 
hieraus folgt durch Subtraction wegen: 
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(/ T 
d t 



Pi ^1 + + • • • 



wozu man 



dU dU 



addirfc uad so achliessUch wegen — Pfi s= sur Uleivliung: 
dlT+U) 



dt 



gelangt. Man siolit sofort, das8 für ^, sss Q . . Q^sssO iiuoli 
12=0 d. i. T -i-Uss Gonfttante sein muf» oder dfiMR Mich 
aas den oben gefundenen Lagrange^schen Gleichungen auch 
das Princip der Erhaltung der Energie ergiebt. Beides 
iSsst sich gleichzeitig gewinnen, wenn man in dem Aus- 

(Inicko für Z mit Hilfe der l^'/icliung: Tl=^ (^\ (-..., 
eine der Grösson ^ U. eiimiuirt und die Mininunns« 

dZ ^ Z 

bedingungen : r-yr- == 0 . . = 0 nachher uiif«t»?llt. Zweck- 
^ Vi ^ V» 

mSssig ist es dabei, fQr den Zwang Z die Determinantcnform 

aozowenden; es ist /. \\ für n = 3: 



0 Qx «t «8 
Q\ «II «it 



8S «88 



0 Ä (?a 

^1 *di 

/^g, <i„ ff„ 

8i ^88 



^i/s ^^81 ^" 



wobei 



11 = («II Pi + «»I r« + «81 ä)!'! + • • • 

a r 



^1 ~ ^21 -1- V% 4- flga 7^3 = 



= *lt = «»I J^l + ^'Sf + «88 /'s = 



litt. 
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Die Ausführung der Minimumsbedingungen ergiebt: 
At Ä + «, [P, - k Ai] + «s \Pi ^18 — Ps ^nl = 0 

As Ä + [Pt ii„ — i»,^«] + «, [p, ^8, - A At'\ = 0 

oder, da die Determinante dieses Systems p] \Afiy\ =2^! • 
nie verscliwindet, 22 = 0 und (^^ = 0, = 0 d. i. das 
Phncip Yon der Eoergie und die LagrangeWhen Gleichungen. 

Eliminirt man in der allgemeinen Gleichung' A^p 
-f- A^v + • • • + -4^1 0, y =s 1 . . « etwa Q,, mit der 
Relation: = PiQi-\- > - . so folgt natürlich ebenso: i2 = 0, 

Nachtrag* 

betreffend lineare Stromverzweigungen. 
Sind pi • . Pn wiederum cyklische Coordinaten, h^inPl 



m • 



1 

+ 2 ^« P> + • • + ^is Pi Ps + • • clie lebendige Kraft und ist 

1 • 1 • 

F= ^ hu 2)] -f- 2 p' + . . . + ^uPi 2^2 + . . die von Lord 

Rayleigh eingeführte Zerstrennngsfunktion, so kommt zu 
jeder Kraft noch die Kraft: — — (6^^ -f- 

-{-•••) dazu und es ergiebt das Princip des kleinsten Zwanges, 

d.ass 

Z'D=2Af.rQf,Qv = Än(fil-tA2Ql-t-- +^^A^Q,Qt+,, (1) 
ein Minimum für jedes Q sein mflsse; dabei ist also: 

Qt^'^Jl [«'/«i^» + öfA»Pt + . .] — -P/« +^bt^Pi + ft^Pt + . .] (2) 
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Gebt man znr Elektrodynamik über und setet: pg ss J*,, 
p^sssj^,,, sowie 

^ = dt h"*^* + «»f« + • ]—^t^ + [^^i + • .] (3) 

80 giebt die Minimnmsbedlngung (1) eine Eigenschaft 
einer linearen Stromverzweigung an. Dabei sind a,t,aitt 
. . . die Coef&etenten der Selbstinduction des ersten, zweiten 

Umlaufes, «i,, a,.,, a.,3 ... die Coefficienton der ^c^cnsoitif^en 
Induction, die constante elektroinotorisclie Kraft; fernor 
ist hu der Widerstand des ganzen ersten Umlaufes, 1.^.^ der 
des ganzen zweiten Umlaufes u. s. w. und 6„ der Wider- 
stand jenes Stückes der Leitung, das dem 1. und 2. Umlaufe 
gemeinsam ist; du ist positiv, wenn </i und Jt dieselbe, 
negativ, wenn sie entgegengesetzte Richtungen haben. Die 

dZ 

Ausführung der Minimumsbedingnng r-r- = 0 liefert: Qi=^0 

* Vi 

d. i. Fl = bn c/» + &M cT, + . • . + ^tn + 

et 

^ [an Ji + flu + . • .] (4) U. 8. W. 

Das sind — etwas verallgemeinert — jene Gleichungen, 
die Herr H. von Heimholt/ 1851 (Abhandl. I 435) für die 
Induction in linearen Ötroiuverzweigunpfen , die man sich in 
die möglichst geringe Zahl einfacher Umgänge zerlegt deukeu 
muss, aufgestellt hat. 

Für die Arbeit der verzögernden Kräfte erhält man vom 

Zeichen abgesehen: |^ Pi + . . = -j- . .1 ti ^ = 2 F 

l^Pi J 

— [6„ Jf 4- 5„ e/j» -1- . . + 2 ,L -]-.:] dt i. die Jonle- 
sche Wärme und sind alle »Suuimanden in der Klammer 
positiv. 

Nun werde angenommen, dass o„ = a,a = tt« = . . = 0; 
= On » Obs = • • a Sei, wclcber Fall experimentell un- 
schwer zu verwirklichen wäre. Dann wird: 



dl 
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Qpt'^a + J, + . .] — P/i + fti/« J; + ^tf»/t + • • »nd 

es niiiss: Z • a ~ Q] -\- Ql -\- . . ein Minimum sein, wie klein 
auch a genommen wird. Für lim a = 0 werden die Strom- 
stärken unabhüngig Ton der Zeit, also constant und es folgt 
aus der Bedingung: « -|- -f- . . s Minimum; 
= ^j« «^1 + • • — JfV =™ 0. 

Die Gleichung: ^-7r=^0 kann, weil die Determinante 
aus den b nicht verschwindet, durch: ^-s- » 0 ersetzt werden. 
Es ist demnach für constaute Ströme: ^'=^, [(^iiue/|+. O""-^/«]* 



für jedes zu einem Minimum zu machen. 

Anmerkung. Eine oft genannte Minimnmseigenschaffc 
für constante Ströme ergiebt sich aus der wohlbekannten 
Gleicbnng: 

worin : U = PiPi~^ . . das Potential der constanten Kräfte 

1 1 
Toisiellt und wie oben: T=s pl-\- =~ + 

F=lb,/p\-^ .. = lh,,Jl.. ist. 

Erlangen die Stromstärken: cTi, . . die anfangs Null 
waren, für ^ s= oo ihre yoUen Starken J'i, J« . . so ist (wegen 

dT dTdJ,. . . dT . , , . _ . . 

*:» j = STT "-n -TT • •) auch -5-7- = 0 und das in i rechts 
dt dJi dt * ' dt 

stehende i^, das aus lauter positiven Gliedern besteht, erlangt 
seinen grüssten Wertli. Demnach wird diu negative linke 

Seite in I d. i. JF H- - Jl + . . - (P. J; + P, + ..) 

ein Minimum für jedes J darstellen. 
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üeber die Erzlagerstätte von Ooldkronach bei 

Berneck im Ficlitelgebirge. 

Von F. T. Sand berger. 

Die seit Jabrbunderten bekannte Lageistfttte isfc grdssten- 
tbeils scbon längere Zeit ausser Betrieb und es war mir 

daher nicht mehr miV^lich, als ich sie im Jahre 1884 be- 
suchte, mehr als eine Anzahl Erzstiifen auf den Halden zu 
findeu, unter welchen derber Antimonglan/, und Bruchstücke 
des völlig mit Kiesen imprägnirten Kebengesteins vorherrschten. 
Gegenwärtig mrä nur die Grube Schickung Gottes wieder 
betrieben, anf wie lange, ist nicht yoraosznseben. Seitdem 
hat C. W. Y. Gümbel Goldkronach in der Geognostischen 
Beschreibung des Fichtelgebirges S. 885 ff. eine gründliche 
▼on einer Gangkarte begleitete Darstellung gewidmet, die 
anf den Gängen auftretenden Mineralien aber nicht specieller 
geschildert. Da diese indessen in vieler Bezieliung benierkens- 
werth und in Folge früherer Einsendungen des K. Berganits 
Bayreuth in der unter meiner Leitung stehenden Sammlung 
der Universität Würzburg fast Tollständig vertreten sind, war 
ich in der Lage, sie genauer untersuchen zu können. In 
der Sammlang des Herrn Apotheker Dr. Schmidt su Wun- 
siedel befinden sich auch Mineralien von Goldkronach, nament- 
lich schöne Erystalle von Antimonglanz und ein StQck mit 
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dem sehr seltenen Kupferkies. leb statte Herrn Dr. Schmidt 

für die Mittheilung seiner Suite den besten Dank ab. 

Das Grubenfeld ^) umfiisst eine bedeutende Flüche vom 
Weis«main-Thale längs dem Tbale des Zoppatenbaches über 
das Dorf Brandholz hinans, an welchem die bedeutendste 
Grube, die Fürstenzecbe, gelegen ist, während andere auf 
beiden Seiten des Baches in der Nähe der Ddrfer Zoppaten 
und Escherlich liegen. Dasselbe ist mit zahlreichen, z. Th. 
noch in diesem Jahrhundert von dem preussischen und später 
bayerischen Stiuite, dann von Gewerkcn betriebenen Bauten 
bedeckt. Es hätte keinen Zweck, die Entwickelung und dea 
Untergang dieser Gruben im Einzelnen zu verfolgen, nur 
soviel muss hervorgehoben werden, dass die Gänge am Aus- 
gehenden am reichsten an Qold und Silber gewesen sein 
müssen. Diese Thatsache erklärt sich hier, wie überall, 
durch lange fortgesetzte Verwitterung, welche die edlen 
Metelle als solche abschied, während die übrigen gelöst und 
weggeführt wurden, wie auch v. Gümbel*) mit Recht an- 
nimmt. Um auf sicherem Boden zu bleiben, beschränke ich 
mich auf die von ihm hauptsächlich nach Uaha's Berichten 
gegebene Darstellung der Hauptgänge, muss aber zunächst 
Bemerkungen über die Gesteine yorausschicken, in welchen 
dieselben au&etzen. 

Das herrschende Nebengestein ist ein Sericitschiefer von 
ca?H))rischem Alter, welcher manchen des Taunus sehr ähnlich 
sieht, so dfuss man wohl Handstücke verwechseln könnte, 
auch einige sächsische und böhmische Phyllite sind nahe 
verwandt. 

Die grünlichen Schiefer enthalten neben vorwiegendem 
Sericit auch noch Quarzkümer und Ohloritschüppchen; im 
Schlämmrückstende befindet sich mikroskopisches Magneteisen 

1) Siehe das Kartchen bei v. Gümbel a. a. 0. S. 886 a. 

2) a. a. 0. S. 801. 
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und Eisenkies. Die blassgelb gefärbtea Schiefer enthalten 
weder Ghlorit noch Magneteisen und nnr sehr wenig mikro- 
skopischen Eisenkies, aber stets Qnarzkdmchen, sie sind &8t 
als reiner Serioit anzusehen. Dem entspricht aach das 
Resultat der Analysen von Ad. Schwager.^) Es enthielten 
Dämlich 





1. Ausgebuchter 


2. Keiner Sericit 


3. Nicht ganz 




Sericit von Gold- 


von Naurod 


reiner Sericit 




kronach nach 


nach Lift 


von Naorod 




Schwager 




nach Schwager 


Kieselsäure 


45,88 


49,00 


49,58 


Titansäure 




1,59 




Thonerde 


33,9G 


23,65 


28,97 


Eisenoxyd 


4,57 


8,07 


7,26 


Kalk 


0,22 


0,63 


0,14 


Bittererde 


0,83 


0,93 


2,46 


Kali 


9,82 


9,11 


7,43 


Natron 


0,52 


1,75 


0,12 


Wasser und 








Glühverlust 


4,89 


3,44 


4,97 




^ 100,26 


98,17») 


100,88') 



Um etwa in gerinf^er Menge vorhandene Metalle im 
Güldkronaclier Gestein zu entdecken, wurden wiederholt 
10 — 12 g des Gesteinspulvers mit kohlensaurem Natronkaii 
aufgeschlossen. Nach Abscheidung der Kieselsäure ergab 
Scliwefelwasserstoffgas in der salzsauren Lösung einen Nieder- 
schlag, welcher Torwiegend Antimon, weniger Arsen und 
recht wenig Blei und Kupfer enthielt; Kobalt wurde nach 
Abscheidung des Eisens ebenfalls in sehr geringer Menge 

1) Oambel, SitsnngBber. d. k. b. Akad. d. WisseuBch., math.« 
natorw. GL 1880, S. 228 ff. 

2) Aasterdem Flnozsilicium 1,69» Phosphoniore 0,8 1. 

8) In 12 g deaselben annerdem Arsen, eehr wenig Blei nnd 
Zink. (Sandberger.) 
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nachgewiesen. Diese Elemente habe ich meistens schon 1882 
als in dem Gestoin von (ioldkronach enthalten angeführt.^) 
Um sich zu üburzL'ugeii, ol> nicht eins oder das andere der- 
selben aus dem in minimaler Menge eingesprengten Eisen- 
kiese herrühre, wurde dieser für sich untersucht und frei 
davon gefanden. Antimon u. s. w. gehören also der Sericit* 
suhstanz an, wie an so yielen anderen Orten den Glimmern, 
z. B. jenen der Gneisse des Spessarts, dem des Granits von 
Magurka in Ungarn n. s. w. Dass Antimon (und Arsen) 
in den Silicaten als antiraonige (bezw. arsenige) Sänre als 
Vertreter von Thonerde auftreten, ist unzweifelhuft, der 
S}>inell von Tiriolo in Calabrien hat ja längst den Beweis 
geliefert. 

Organische Substanz ist beim Glühen deutlich wahr- 
nehmbar und findet sich in Sparen auch noch in stark zer- 
setzten Schiefem. Wo sie in grösserer Menge und schwarz 
förhend auftritt, sind die Schiefer der ErzfQhmng nngfinstig 
gewesen.*) 

Schliesslich wurden auch die in Wasser löslichen Be- 
standtheile untersucht. Zieht man den Goldkronacher Schiefer 
2 Tage mit destillirtem Wasser in der Wärme aus, so giebt 
die Lösung sehr deutliche Keactionen auf Schwefelsäure und 
schwächere auf Chlor, welche an Kali gebunden sind; Natron 
tritt nur in geringster Menge daneben auf. 

Die in der Nähe der Gänge Torkommenden stark ge- 
bleichten Schiefer sind wie so viele andere ausgelaugte 
Sericit.^esteine ganz zu Schü|)pLhen aufgelöst. Ebenso ver- 
halten -ich die zahlreiciien Bruchstücke derselben, welche 
in der Gangmasse eingeschlossen sind. 

Ein zweites Nebengestein kommt nur an dem Gange 
der Grube Silberne Rose bei Zoppaten yor und soll dessen 

1) ÜBtenachongen über Erzgänge I 8. 81, II S. 286. 

2) ▼. Gfimbel, Oeogn. Beschreib, d. Fiehtelgebitgt S. 885. 
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Hangendes bilden, während als Liegendes Sericitschiefer an- 
gegeben wird. Es ist ein feinkörniger r)ia))asniandelstein 
(Blatterstein) von grangrüner Farbe, welche in der Nähe 
des Ganges lichter wird, und führt ausser zahlreichen Ton 
Chlorit umschlossenen Kalkspathmandeln auch Gruppen Ton 
Eisenkieskrystallen. Weisser Kalkspath bedeckfc in dQnoen 
TJeberztIgen auch seine zahlreichen Klüftehen. Ein grösseres 
Terhältnissmässig fnaches Stflck dieses bereits Gfimbel^) 
angeführten Gesteins Ifisst in der matten Grandmasse stellen- 
weise noch Plagioklaskrystalle erkennen, der Augit scheint 
aber schon ganz in Chloritsubstanz umgewandelt zu sein. 
Magnetkies und Magneteisen sind in mikroskuj)ischen Körn- 
chen in dem Schlämmreste deutlich nachweisbar, auch Apatit 
fehlt nicht. 

Kalte Salzsaure löst Kalkspath und Magnetkies anf, er- 
hitzte zersetzt auch den Chlorit und die meist schon stark 
angegriffenen Reste des Feldspaths. 

Die Lagerung des Gesteins ist nicht genau bekannt, 
doch darf mit grosser Wabrsclieinlichkeit angenoiumcu werden, 
dass dasselbe einen kleinen Stock oder Gang in dem Sericit- 
gesteine bildet. 

Die bei Zoppaten anstehenden schwarzen silnrischen 
Gesteine mit Graptolithen treten, soviel bekannt, zwar sehr 
nahe an den Gang heran, kommen aber mit ihm nicht in 
unmittelbare Berühmng. 

Wie V. GUmbel folge auch ich in Bezug auf die Auf- 
fassung der Gänge den Mittlieilungen des langjährigen Leiters 
des Grubenbetriebs, Bergrath ilahn in Bayreuth. Die Lage 
derselben ist auf dem von ersteretu beigegebenen lievier* 
kärtchen gut zu übersehen. 

Hahn nimmt bei Brandholz drei Hauptgänge an, näm- 
lich den Kieegang mit h. 2,4 Streichen und 60^ südöstlichem 



1) a. a. 0. 8. 898. 
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Einfallen, den Spiessglanzgang b. 12,7 streichend und den 
Quarzgang, welcher zu Anfang der sechziger Jahre aufge- 
schh)ssen, aber wegen der Arrauth seiner Erze nicht weiter 
bebaut wurde. Auch die letzteren Gänge fallen südöstlich. 
Die Gänge der Grube Silberne Rose bei Zoppaten, deren 
Streichen 4 h 5 mit 50® Fallen zu sein scheint, und Schickung 
Qottes bei Escherlich, h. 1,8 streichend, sind offenbar selbst- 
ständig, obwohl ihre Ausfüllung dieselbe ist, wie jene des 
SpiessglanzgantTHs. Was die Mächtigkeit betriflFt, so wird 
für den Kiesgang 1^2 als Muximnni angegeben, für den 
Spiessghiiizgang 1 m, gewölmlich scheint sie aber geringer zu 
sein, ich habe an Handstücken meist nur 10 cm beobachten 
können. Es giebt zwar noch manche Eirzgänge, an welchen 
das sogenannte höfliche d. h. an eingesprengten Erzen reiche 
Nebengestein^) entwickelt ist, aber mit Ausnabme von solchen 
der Gegend von Freiberg, ^) Schapbach und Wittichen, sowie 
mancher Zinnerzgänge habe ich es doch anderswo nicht 
leicht so schön gesehen. Neben dem Kiesgange und bis zu 
beträchtlicher Entfernung von ihm führt der stark gebleichte 
und hier und da von weissen Quarztrümem durchsetzte 
Schiefer zahllose bis erbsengrosse Eisenkieskrystalle. Die 

oo02 oo02 

iormeu — ^ — , oo 0 oo. — - — und seltener auch ooOoo. O 

sind meist sehr hübsch entwickelt. Der Arsenikkies in den 
Formen ooP. */4poo ist weniger häufig, fehlt aber doch 

selten ganz. Der durchschnittliche Goldgehalt der Kiese 
wird nur auf bis ^/s Lotli im Centner angegeben und der 
Betrieb konnte daher nicht lohnend sein. 

Die (iangausfüllung, welche sehr gew()hiilich ßrockeu 
von zersetztem Nebengestein umschliesst, zeigt nur selten 

1) Untersuchungen über Erz^äniife I S. 140. 

2) VortreHlich beschrieben alur nicht erklärt von Vogelgesang 
(Cotta s Gangstudien 11 S. ÖÜj und Freuzel (Min. Lexikon für Sachsen 
S. 28). 
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eine symmetrische Struktur, rlocli beül>Jiclit<'t(i ieli an Stücken 
von der FUrsteuzedie (iSpietiöglanzgang) vom hangenden zum 
liegenden Salband: 

1. Weissen Qaarz. 2. EiseDreichen Braunspath, meist 
sclion za ockerigem Eisenoxydbydrat ▼erwittert, mit Nestern 
Ton strahligem Antimonglanz. 3. Quarz wie 1. 4. Braun- 
spath wie 2, aber in etwas breiterer La^^e. 5. Qaarz. Die 

Salbänder bestehen alKo nur aus Quarz, der «ich an beiden 
Seiten zuerst ab^ela^ert hat. 

Meist ist die (iangma-sse sehr einfach ziisanimenj^esetet 
nnd herrscht entweder Quarz mit eingesprengten Kiesen 
oder Antimonglanz in rerscbiedenen Varietilten Tor. Die 
folgenden Beispiele werden die Paragenesis hinreichend er- 
Iftntem. 

I. Reihenfolge auf dem Spiessglanzgange 

bei Brandholz. 

a) 1. Sericitschiefer mit zahlreieh eingewachsenen Eisen- 
kies- und wenij^'cn Arsenikkieskrysbillen. 2, Weisser erzieerer 
Quarz. 3. Antimonghinz auf iviüitciien von 1. 

b) 1. SericitHchiefer mit Eisen kienkrystallen. 2. VV^'i.sser 
Qaarz. 3. Wasserheller (juarz ooU+K in Drusen. 4. Meneg- 
fainit in grösseren Krystallen. 5. Eisenspath in kleinen linsen- 
förmigen BhomboSdem. 

c) 1. Fettf|uarz von weisser, ins Bläuliche spielender 
Farbe mit eingewachsenem Eisfüikies und Arsenikkies, sowie 
einem Körnchen von gediegen Gobi. 2. Meueghinit in netz- 
förmigen Aggregaten auf Kltiften. 

d) Weisser derber Quarz mit eingewachsenem Arsenik- 
kies und wenig derbem Kupferkies. 

e) 1. Sericitschiefer. 2. Weisser Quarz mit derbem 
Pla^ionit. 3. In Drusen krystallisirter Plagionit und weisses 
bteiumark. 
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f) 1. Derber Plagionit. 2. Eiaenepath in Rhomboedem. 

3. Meneghinifc in netzförmigen Aggregaten. 

g) 1. Weisser derber Quarz. 2. In Höhlungen Krystalle 
desselben. 8. Magnetines OP. oo P in kleinen Krystallgruppen. 

4. Bleihaltiges Federerz, haarformi^. 

h) 1. Weisser Quarz mit eingesprenj^teni Antiraonglanz. 
2. Eisenspatb in linseuförruigen Khomboedern. 8. Btrahliger 
Antiraonglanz in Krystalle der Form oo P. ^/t P. oo P 2 aus^ 
laufend. 4. Antimonocker auf Klüften. 

i) 1 . Bkus fleiscbrother Braunspatb in grosskornigen Maflsen 
und Rhombo^em. 2. Strahliger Antimonglanz wie oben. 

k) 1. Quarz. 2. Derber Antimonglanz, an der OberfiSche 
eniig und voll von llühliin<;en, z. Th. mit gediegenem Antimon. 
.3. Antim()n<^liinz in den oben angegebenen Formen krystalli- 
sirt. 4. Kalks|)at.]i in kleinen verzerrten Krystallen R^. oo R. 

1) 1. Weisser (hiarz. 2. Strahliger Antimonglanz ge- 
mengt mit wenig gelbbrauner Zinkblende. 

m) 1. Antimonglanz in der gewöhnlichen Form kry- 
stallisirt. 2. Antimonblüthe in Bfischeln farbloser Nadeln. 
(Schm]dt*eebe Sammlung). 

II. Silberne Rose bei Zoppaten. 

1. Diabasmandelstein s. oben. 2. Lichter Braunspatb, 
dQnne Lage. 3. Gro^strahliger Antimonglanz. Quarz fehlt 
auffallender Weise hier völlig. 

Es wird nun nöthig sein, die einzelnen Mineralien der 
Gänge etwas genauer zu betrachten. 

1. Gediegen Gold habe ich nur einmal eingewachsen 
in bläulichem Quarze mit Kiesen gesehen, aber es kam 
ausserdem auch in grosseren Körnern und Blattchen vor 
und ist in frfiherer Zeit jedenfalls auch an dem verwitterten 
Ausgehenden und im Alluvialschutt reichlich getroffen worden.^) 

1) V. Gümbel, Qeognosi Bemshreibmig dei Ficbtelffebiiges 8. 801. 
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Das Gold ist silberhaltig und darum licht gefärbt, das Ver- 
hältniss von Silber zu Gold ist in den wenigst reichen Proben 
4:1, aber in anderen wohl höher. 

2. Eisenkies ist in grosser Menge in bis erbseogrossen 



binirt in dem höflichen Nebengestein, aber stellenweise auch 
im weissen Qnarze der Gange eingewachsen und stets schwach 
Silber^ nnd goldhaltig. Der Gehalt an Gold ist sowohl durch 
die hüttenmännische Probe als auch auf nassem We^e dnrch 
BehandlunfT des scharf gerösteten Erzes mit alkoholischer Jod- 
losung nach der Methode von Skey (Dingler\s Journal CXC. 
S. 58) nachgewiesen worden. Ausser den erwähnten Elementen 
enthält das Mineral zuweilen noch sehr wenig Kobalt und 
Arsen, aber keine Spur von Antimon. 

3. Arsenikkies. Verhält sich wie der Eisenkies, ist 
aber nicht ganz so häufig. Schone Erystalle zeigen die 
Form 00 P. P oo, sind aber stets ziemlich klein. Da mich 
der Arsenikkies wegen seines Antimongehaltos h?bhaft inte- 
ressirte, so wurde er näher untersucht. Das specifische Ge- 
wicht ergab sich zu 6,09 bei 4^ C. Die (juantitative Ana- 
lyse hatte Herr Hofrath Hilger freundlichst übernommen, 
der Gehalt an Silber wurde in der K. K. Probiranstalt zu 
Pfibrani auf trockenem Wege bestimmt, wobei sich auch 
ein sehr kleiner Goldgehalt ergab. Das schon einmal ge- 
legentlich^) mitgetheilte Resultat der .Analyse war folgendes: 



Krjstallen 



oo02 oo02 



. coOco, selten aucli mit () com 



2 ' 2 



Schwei'el 

Arsen 

Antimon 



20,84 
41,30 



43,65 As 



3,73 entspr. 2,29 As 



Eisen 

Kobalt 

e^lber 



34,07 
Spur 
0,002 



100,002. 



1) Jahrb. f. Mineralogie 1890 I S. Ü9. 
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Ein Anenikkiee von dieser ZusRmmensetsQiig war bis- 
her nicht bekannt, denn Breithaupt*s Gejrerit, welcher auch 

1,37 Antimon enthült, gehörfc nach Behnkcs Analyse nicht 

hierher, sondern zu den vielen Mittelgliedern zwischen Ar- 
senikkies nnd Arseneisen. 

4. Antimouglanz. Ist nächst den Kiesen das häufigste 
und in Masse vorkommende Mineral der Gänge, welche« 
früher hauptsächlich wegen seines Silber- and Goldgehaltes 
geschätzt wurde, der 'aber nicht hoch ist, da in einer reinen 
Probe zu Ffibram nur 0,0016 Silber nebst Spuren yon Gold 
gefunden wurde. Gegenwärtig würden die hohen Antimon- 
lireise ein erfreulicheres Resultat für die geförderten Erze 
liefern kJinnen, ob aber die noch von früherem Abbau her 
gebliebenen lieste eine Wiederaufnahme der (J ruhen räthlich 
erscheinen lassen, vermag ich nicht zu beurtheilen. 

Der Antinionglanz kommt in vielerlei Abänderungen 
vor. Sehr häufig sind grosssfcralilige Massen, deren Strahlen 
bis zu 92 mm Länge bei 8 mm Breite erreichen. Wechselnde 
Lagen von grossblätterigen mit feinkörnigen Aggregaten, 
welche sich der aBleischweif genannten Varietät des Blei- 
glanzes durchaus analog yerhalten, sind schon seltener und 
solche von rein feinkörniger Struktur ebenfalls, aber auch 
IUI einge;^prengten Körnern mit sehr schwach entwickelter 
Spaltbarkeit fehlt es nicht. Recht selten sind wohlausge- 
bildete, aber nur 4 mm lange und 2 mm breite Krystalle 
der Form cc P. ^3 P.oo mit stark gestreiften Säulenflächen. 
Ich habe dieselben in zahlreichen Gruppen nur auf derbem 
an der Oberfläche mulmigem und mit zahlreichen Höhlungen 
yersehenem, z. Th. mit gediegenem Antimon ausgefüllten 
Antimonglanz beobachtet. Es scheint demnach, als ob die 
Oberfläche von alkalischen Gewässern angenagt, aber das 
gelöste Schwefelantimon an Ort und Stelle wieder abge- 
setzt worden sei. Die eben genannte hübsche Combination 
kommt au vielen Orten vor, besonders schön auch bei Kapnik 
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in Ungarn und Rattenberg in Tyrol, wo der verhültniss- 
mässig junge Antimonglanz eines der Aiu^laugungsprodukte 
TOD Fahlerzen bildet 

Von Oxydationsprodukten kommen spftrlich Antimonocker 
nnd Antimonblfithe vor, s. diese. 

5. Nach Originalstücken, welche Herr Hergriitii Hahn zur 
Sammlung des k. ( )berbergamtes eingesendet bat, kommt in drn- 
dgen Höblungen ausgeschieden auch gediegen Antimon vor. 

6. Plagion it. Ist; zu Goldkronach nicht häufig und 
findet sich in meist vereinzelten Erystallen oder derb. Die 
Flächen 0 P und — P treten nicht selten in oscillatorischer 

Combination mit Pyramiden auf und sind daher parallel den 
Combinationskanten stark gefurcht, wie zu Wolfsberg gut 
zu erkennen ist -j- P, co P oo und — 4P. Leider sind die 
Krystalle aufgewachsen und mit einander verwachsen, so dass 
genaue Bestimmungen der Flächen z. Z. nnausföhrbar er- 
scheinen. Mit dem Wolfisbei^^ Vorkommen, von welchem 
die Wflrzburger Sammlung ein gutes Stück enthält, könnte 
unseres geradezu verwechselt werden. Ausserdem ist der 
Plagionit eingesprengt und derb beobachtet worden. Die 
derbe Varietät ist wiederholt irrig für l^'ahlerz und Ronrnonit 
gehalten worden, w^elche zu Goldkronacli nicht vorkommen. 
Der derbe Plagionit enthält wie der krystallisirte kein Kupfer. 
£r findet sich auch zu Wolfsberg und bei Arnsberg in West* 
phalen,*) hier mit kleinen Drusen, in welchen Kryställchen 

0 F. — P nicht selten sind. 

7. Meneghinit. Langgestreckte, bis 5 mni lange und 

1 ^/a mm breite, stets schiltahnlich gestreifte Säulen von blei- 
grauer Farbe, welche sich den „Sagenit** genannten Kutil- 
aggregaten ähnlich häufig unter 40" kreuzen, bedecken 
derben Plagionit oder finden sich mit Eisenspath verwachsen 

1) Lüdecke, Jahrb. f. Min. 1888 II S. 115. 

2) Sandberger, Jahrb. f. Min. 1883 U S. 94. 

18M. Maik-phy*. Gl. 2. 16 
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in Drusen des Ganc^qnarzes. Ueber ihr Krystallsystem lässt 
sich darum keine Gewissheit erlangen, weil die Enden nicht 
gut ausgebildet sind, sondern wie ausgefranst erscheinen und 
auch die Lage der etwaigen Spaltangsflächen nicht mit Be- 
aUmmthdt constatirt werden kann. Die Harte des spröden 
Minerals ergab sich zu 3, das spee. Gewicht zn 6,4. Vor 
dem L&throhre schmilzt das Mineral leicht unter Bedeckung 
der Kohle mit Beschlägen von Antimon- und Bleioxyd, von 
heisser Salzsäure wird es unter Entwickelung von Schwefel- 
wasserstoff leicht gelöst. Als Bestandtheile wurden qualitativ 
Blei, Antimon und Schwefel nachgewie>en. Eine zaverläs-sige 
quantitative Analyse konnte bisher wegen Maugel au Material 
nicht ausgeführt werden. 

Der von Groth^) angeführte Antimonglanz von Goldkro- 
nach in sagenitähnlichen Aggregaten gehört zweifellos hierher. 

8. Federerz. Haarfbrmige hleigrane KrysföUehen, 

welche Plagiouit umhüllen oder auf Meneghinit oder Magnet- 
kies aufgewachsen sind, reagiren auf Antimon, Blei und 
Schwefel, sind also ächtes Federerz, welches auch äusserlich 
mit jenem von Wolfsberg auf das Genaueste übereinstimmt 
und daher wohl auch als haarformiger Jamesonit zu betrachten 
ist. £s findet sich immer nur in sehr geringer Menge und 
eine quantitative Analyse war daher nicht möglich. Ein 
eigenthttmliches Vorkommen ist jenes von der Schmutzler- 
zeche, wo Federerz in Tausenden Ton haarfeinen Kryställchen 
grosshlätterigen Braunspath erfüllt und schwarz förbt. 

9. Bleiglanz ist mir in mittel- und feinkörnigen Aggre- 
gaten, auch mit Antimonglauz gemengt bekannt geworden. 
An einem Stückchen fand sich auch ein deutlicher Würfel. 
Häufig war das Mineral nicht. 

10. Zinkblende von branngelber Färbung kommt selten 

im Gemenge mit strahligem Antimonglanz vor. Bleiglanz, 

1) Mineralien-Sammliiiig der üoiverritilt Straasburg S. 22. 
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welehen Breithaupt^) auch mit beiden znBainmen beobachtet 
hat, iat mir in dieser Form nicht zn Gesicht gekommen. 

11. Magnetkies in Gruppen kleiner rauhfiftcbiger 
Tafeln (0 P. oo P) in Dmsen des Quarzes aafbitzend ist sehr 

selten, war aber schon Breithaupt*) bekannt, seine Bedeckung 
durch Federerz habe ich schon erwähnt. In der Würzburger 
Sammlung ist nur ein Stückchen davon vorhanden. 

12. Kupferkies habe ich nur an einem Stücke, welches 
der Schmidt^schen Sammlang angehört, in kleinen derben Massen 
mit Arsenikkies in weissem Quarze eingesprengt beobachtet. 

13. Zun derer 2. Findet sich in dnnkeirothen weichen 
üeberzflgen besonders anf Plagionit, ist aber recht selten. 
Es ist zwar jenem von Claiisthiil sehr ähnlich und enthält 
auch Blei wie dieses. Breithau j)t (a. a. 0.) erwähnt es auch 
von Goliikronach. Alles bisher Angeführte gilt auch für das 
von Hausmann^) coustatirte Vorkommen des Zundererzes bei 
Wol&berg. Seine hochrothe Färbung kann aber nicht von' 
eingemengtem Rothgfiltigerze herrfihren, da solches zu Gold- 
kronaoh nicht vorkommt. Es besteht vielmehr offenbar 
wesentlich ans Rothspiessglanzerz im Gemenge mit einem 
Bleisalze und erdigem Plagionit. 

14. Gelber erdiger Antinio nocker erscheint hier und 
da auf Klüften von derbem Antimonglanz. 

15. Antimon blüthe in strahligen Büscheln farbloser 
Krystalle auf Antimonglanz sitzend ist sehr schön in der 
Schmidt*schen Sammlung vertreten. 

16. Stein mark. Weisse opake Massen, an welchen man 
anter dem Mikroskope zuweilen Krysfcalliiachen wie bei dem sog. 
krystallisirten Kaolin zn bemerken glaubt, ist in ^(niiiger 
Menge über Quarz, häutig aber über Plagiouii. und Meiieghinit 
zu beobachten. Das Löthrohr ergiebt reuie Thouerdereaktiou. 

1) Paragenesis der Mineralien 8. 19S. 

2) Ebenda 8. 192. 

8) Handbndk d. Mineralogie I S. 196. 

16* 
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17. Schwerspath wird von v. GümheP) als Seltenheit 
YOD der Grube Schickung Gottes angeführt, ich habe ihn 
nicht gesehen. 

18. Braunspath. Ist auf den Gangen ziemlich yer- 
breitet, aber in Folge seines hoben Eisenozydulgehaltes meist 
schon mehr oder weniger stark zersetzt. Das frischeste StOck 
mit erbsengrossen ranhflächigen, aber nicht gekrümmten 
Rbombot'dern, deren Winkel über 106° betragen, gehört der 
Schmidt'schen Sammlung an. Das Mineral ist im Grossen 
bbass Heischroth gefärbt, die kleineren Spaltungsstückcben 
sind aber weiss wie auch das Pulver. Das spec. Gewicht beträgt 
3,05. Die quantitative Analyse des Herrn Hofrath Hilger 
in München ergab als Zusammensetzung: 

Kohlensaure^ Eisenuxydul . . 18,470 
kohlensaures Mangauoxydul . . 3,063 
kohlensaurer Kalk ... 56,066 
kohlensaure Biitererde . . 21,997 

"^9,596. 

19. Eisen Späth. Kleine linsenförmige Rhomboeder 
kommen nicht häufig in Drusen fies Gangquarzes mit Meneg- 
hinit oder Antimonglanz verwachsen vor. Der Späth ist 
chemisch rein, d. h. er enthält keinen Kalk und Bittererde. 

20. K a 1 k s p a th. Gehört zu den alierjüngsten Bildungen 
und sitzt in kleinen verzerrten Kijstallen der Form R'. oo B 
über krystallisirtem Antimonglanz. Der Ealkspath gehört 
zweifellos der Breithaupt*schen Varietät diamesus syngeneticus 
an und ist recht selten. 

Aus dem Vorhergehenden geht mit aller Bestimmtheit 
hervor, dass die Elemente von sämmtlichen auf den Erz- 
gängen vorkommenden Mineralien in dem Sericitschiefer und 
nur in diesem auftreten, an welchen ja auch die Erzgänge 
gebunden sind. Die Proterobasdurchbrüche mögen wohl 

1) a. a. 0. S. 801. 
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Wi der Aufreis.<ung der Ganijspalten mitgewirkt haben, 
Erze haben sie denselben aber nicht zugebracht, da ihnen 
die Elemente derselben fehlen. Ebenso Terhält es sich auch 
nach Liebe's^) Tortr^iicher Schildeniiig in der Gegend von 
Sehkiz o. a. 0. der reoasiBebeii PflrBtenthfimer. 

Eb fragt sich diid, wie man neh die Aosfifillang der 
Gänge an denken bat Die drei hSnfigstwn Erae sind an- 
xwmfelhaft Eisenines, welcher vorzugsweige in dem höflichen 
Nebengestein und ebenso wie dort mit Arsenikkies in den 
lichten derben * Quarzen auftritt, dann Antimonerz, vor Ail^ra 
Antimouglanz. Die Serieitschiefer enthalten, ^vie oben nach- 
gewiesen, stets schwefelsaures Kali und organische Substanz, 
welche dasselbe zu Scbwefelkalium reduciren konnte und 
aweifeUoB redneiit bat Wo dies der Fall war, mnsste die 
organische Substanz grosstentheilB Terschwinden nnd wo sie 
noch in grosserer Menge Torbanden ist, hat daher dieser 
RedodäottsproeesB, dessen Prodakte die Erze aus dem Schiefer 
auslaugen und den Gung^^i'alten zuführen konnten, nicht oder 
nur in gerimrem (irade stattgefunden. Das Fehlen der Erze 
an diesen dunklen Gesteinen erklärt sich damit von selbst. 

Sobald sich in dem Schiefer, welcher 4^j»proc. Eisen- 
oxyd enthält, dieses gleichfalls unter Mitwirkung organischer 
Substanz zu kohlensanrem Ozjdul umgewandelt hatte, wurde 
es Ton Sehwefelkalium ausgeföUt und fixirt Da auch 
Sdiwefelgold in Schwefelkalium löslich ist, so ist dieses 
gleieb£tUs ausgelaugt und mit dem Schwefeleisen niederge- 
schlagen worden, ebenso auch das Silber.*) Die Auslaugung 
des Eisens im Nebengest^-ine dauerte nur so lange fort, bis 
das Gestein breiartig erweicht war und daher den Flüssig- 

1) Uebersicht über den Schichtenaufliau <'>-t-Thürin(ren8 in Ab- 
handlungen zur geolog. Karte von Preus&en und den Inünng. Staaten, 
Bd. V 4. 8. 515. 

2) Dietet kann sehr wohl ur^'priinglich als ChlorsQber-Chlor- 
Inlinm «osgezogen und dnrch Schwefelkaliam senetzt worden sein. 
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keiten keine ungehinderte Bewegung nach der Gangspalte 
mehr gesbittete; dann war aber der Quarz, welcher diese 
allmählich ausfüllte, natürlich sehr artu an Erzen, wie der 
sogenannte Quarzgang deutlich beweist. Es giebt ja auch 
sonst im Erzgebirge, Schwarzwald, Alpengebirge und rheini- 
schen Schiefergebirge Gänge genug, an welchen die gleiche 
Erscheinung zu beobachten ist. 

Aehnlich dem Eisenkiese verhält sieh der weniger häufige 
Arsenikkies, welcher im Gegensatze zu dem von Antimon 
ganz freien Eisenkies ausnahmsweise bereits 3,7 proc. Antimon 
enthält. Aber sowohl der bleihaltige Meneghinit als der 
Antimonglanz selbst sind jünger als die eisenhaltigen Kiese 
und treten erst nach jenen auf. Besonders deutlich sieht 
man das auf Klttftchen des .höflichen* Nebengesteins und 
auf solchen derjenigen Gänge, welche in weissem Quarz ein- 
gesprengte Kiese enthalten. (Paragenetische Beispiele a und b.) 
Die weit grössere Affinität von Eisen zu Arsen als zu Antimon 
tritt hier ebensowohl hervor als an anderen Orten, z. B. zu 
Thomasschlag in Böhmen; auch auf den Bräunsdorfer Grängen, 
welche in Folge Ton grossem Ueberschusse von Antimon im 
Nebengesteine sogar Verbindungen desselben mit £isen (Ber- 
thierit) enthalten, ist der schwach silberhaltige Arsenikkies 
(Weisserz) alter als die Antimonerze. ^) Das erklärt sich 
durch den Umstand, dass Schwefel kalium-Schwefelarsen leichter 
löslich als die entsprechende Antimonverbindung ist, aber 
auch von Eisensalzen leichter zersetzt wird, als diese. 

Dem massenhaften Auftreten des Antimouglanzes ging 
zu Goldkronach das verhältnissraässig seltene von zwei blei- 
haltigen Antimonerzen, dem Plagionit und Meneghinit, voraus, 
welche yermuthlich nur lokale Bildungen an solchen Stellen 
sind, wo Blei in grosserer Menge vorhanden war. Das blei- 
haltige Federerz ist nur eine ganz lokale Erscheinung, ge- 
hört aber auch zu den älteren Gliedern der Gangausfüllung, 

1) H. Müller in t. Cotta*8 Gaogstudiea I S. 181. 
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da es als Kiiuscliluss im Bninnspath vorkommt. Bleiglanz 
tritt erst später nur ganz untergeordnet im Gemenge mit 
Antimonglanz auf. 

Antimonige Sfture, welche, wie oben nachgewiesen, in 
Veitretang Ton Thonerde im Sericitscbiefer enthalten ist, 
löst sich in Schwefelkalium schon bei gewöhnlicher Tempe* 

ratnr^) und zersetzt sich später zu schwefelsaurem Kali und 
Antimonglanz. Mit dem Auftreten des letzteren findet die 
Ausfüllung der Gangspalten ihren Ahscliluss, die ausserdem 
noch weiter vorkommenden Substanzen sind mit Ausnahme 
des sogleich zu besprechenden Braunspaths als Zersetzungs- 
prodnkte des Antimonglanzes anzusehen, wie der Antimon- 
ocker und die Antimonblfithe; das Zandererz gehört nicht 
zu ihnen, sondern ist an das Auftreten des Plagionits ge- 
bunden und bleihaltig. 

Der Braunsj)uth zeigt in seiner Zusammensetzung das- 
selbe Verhältnißs von Eisen zu Bittererde und Kalk, in 
welchem diese Elemente ursprünglich im Sericit enthalten 
waren (s. oben). Er verwittert zu Eisenozjdhydrat und 
hierbei wird natfirlich kohlensaurer Kalk in Freiheit gesetzt, 
man begegnet ihm aber nur so selten auf dem Gange, dass 
man annehmen muss, er sei grösstentheils von kohlensaure- 
haltigen Wassern weggeführt worden. Genau dieselbe Ver- 
wachsung von Antimonglanz und Braunspath wie zu Gold- 
kronach habe ich früher auf den Gruben Ursula bei VVelsch- 
steinach unweit Offenburg und St. Trudpert im Münsterthale 
bei Freiburg i. B. beobachtet. 

Ausser Braunspath kommt, jedoch in ganz geringer 
Menge, ächter Eisenspath in kleinen linsenförmigen Rhom- 
boedern mit Plagionit und Meneghinit vor. Noch .seltener 
ist der Magnetkies. Beide Mineralien werden nur der Voil- 
stäudigkeit wegen hier erwähnt. 

1) QmeUn, Handb. d. Chemie 2. Aufl. III S. 782. 
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Die (TdldkrniKiclier Erzlagerstätten liefern wieder einen 
schruien Beleg für die AustÜiiuug der Gaugspalten durch 
Aushiugnngsprodukte des Nebengesteins und gehören zu jenen, 
deren Antimonglanz als primitiYer Körper auftritt and nicht, 
wie das sonst so oft rorkommt, als Zeisetzungsprodakt älterer 
Erze, namentlicli Fahlerze angesehen werden kann. Ihnen 
fiberans ShnKch verhalten sieh ztmSchst die Gänge der Gegend 
von i^chleiz, jene von \Volfsberg am Harze, .sowie zahl- 
reiche andere, welche in (iliinnier- und Sericitscliiefer der 
Alpen, in Böhmen, bei Welschsteinach im Kinzigthale, 
St. Trudpert im Münsterthale ^) und Sulzburg im Schwarz- 
wald vorkommen. Ausserdem finden sich goldhaltige Antimon- 
glänze auch in Gängen des Dacits, aher auch in älteren 
Gesteinen Ungarns nnd SiebenbQrgens*) und in den Gneissen 
der Alpen (Gastein, Ranris u. s. w.) und Böhmens (Michels- 
berg u. a. 0.), sowie im Granit z. B. bei Magurka, Bocza und 
Lubella in Ungarn, Schünl)erg, Mih'.seliau und Bitis in 
Böhmen, um nur bekanntere europäische Yorkommeu zu 
citiren. 

Die Goidkronacher Gänge vertauben in geringer Tiefe 
gänzlich, so der Hauptgang bei 71 m unter der tiefiiten 
Stollensohle, der Schickung Gottes-Gang sogar schon bei 
45 m unter Tag. 

Es ist nicht meine Aufgabe, auch die Grubenbauten 
und deren Erträge zu schildern, da alles XiUliige in v. Giiin- 
bels Darstellung geboten ist. Leider juuss man nacli auf- 
merksamer Würdigung derselben auch seinem Endurtlieile 
beistimmen, dass dieses Grubenfeld wohl niemals wieder eine 
Biüthezeit erleben wird. 

1) Der Antimonglanz wurde .s. Z. vnn Walchner uml Hi.ilter auch 
von G. Leonhard irriif als Zinkenit angesehen, der im Öchwarzwald 
nur bei Hausach voikumuit. 

2) Zu ilideg-Szamos ist Sericitschiefer das unmittelbiire Neben- 
gestein, wie SU Goldkronach. 
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Ueber die Hirne verschiedener Hunderacen. 

Von N. Radinger. 
(Mtfilm!^ 2. JnU.) 

Die folgenden yorlautigen Mittheilungen betreffen die 
Ergebnisse einer mehijährigen Untersnehang an den Hirnen 
verscbiedener Hunderacen, insbesondere die Feststellung des 
«absoluten und relativen Gehirngewicbts* bei den- 
selben. 

Bei der Bestinimuiii^ des Körpergewichtes der Hunde 
bat sich er<jfeb<*n, dass d;issell)e bei einer und derselben Iiaee 
und bei gleichem Alter der Tliiere eine f^rossse Schwankung 
haben kann, welche wesentlich abhängi;^ ist von der grösseren 
oder geringeren Fettablagerung und dem Grade der Muskei- 
ausbildung bei den Terschiedenen Thieren. 

Man erhält daher bei den Gewicbtsbesiinimungen des 
Körpers nnd des Hirns an mehreren Hnnden zuweilen Zahlen, 
welche bei der Berechnung des relativen Himgewichtes keinen 
korrekten Ausdruck geben. Zwei gleichschwere Hirne zweier 
Hunde, weK^he ghnchgross und gleichjiltriix sind, über in 
Folge einer bedeutenden Fettabhiixerung bei dem einen und 
hochgradiger Magerkeit bei dem andern Thier ganz ungleiche 
Körpergewichte zeigen, erg«>ben bei der Berechung des rela- 
tiven Gewichtes auffallende Unterschiede. Diese Differenzen 
mögen ausgleichbar werden, wenn eine grössere Untersuchongs- 
reihe, als dies zur Zeit der Fall ist, vorliegt, und dann nur 
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Noriiuilthiere mit Fettgehalt und Muskelentwicklung mittleren 
Grades niiteinander verglichen werden. 

So habe ich die Gewichtsangaben von zwei Thierea in 
einer asoersi« angelegten Tabelle wieder gestricheD, weil die- 
selben Yon allen übrigen Gewichtsbestiiumungen Tenchieden 
grosser Hunde eine so hochgradige Abweichung zeigten, dass 
ich einen Irrthum bei der Notirung des Körpergewichtes 
yermuthete. Allein weitere Beobachtungen Hessen erkennen, 
dass das allzugüringe Körpergewicht in den beiden Fftllen 
die Folge einer Infectionskrankheit, an denen die Hunde zu 
Grunde gingen, war. i3ei allen weiteren derartigen Unter- 
suchungen der Thiere ist stets eine hochgradige krankhatte 
Veränderung des Körpers mit in Betracht zu ziehen, wenn 
dieselben verwerthbare Kesultate ergeben sollen. 

Um eine Uebersicht Über diese Gewichtsergebnisse zu 
gewinnen, soll hier zunächst die Tabelle zur Mittheilung 
gelangen, in der Yon 24 Hunden das Alter, das absolute 
Körper- und Gehirngewicht und das berechnete rela- 
tive Gehirngewicht enthalten sind. (Siehe nebenstehende 
Tabelle.) 

Was das Alter der Hunde anlangt, so darf nicht über- 
sehen werden, dass Angaben über dasselbe vorkommen, die 
an Genauigkeit zu wünschen übrig lassen; denn die Thiere 
werden nicht immer von jenen Besitzern gekauft, die sie auf- 
gezogen haben, wesshalb ilire Wurfzeit unbekannt ist Ver^ 
werthet man ftlr die Bestimmung des Alters bei einem Hunde 
die Beschaffenheit des Gebisses, so kann man auch nur er^ 
fahren, ob ein Thier mit einem Milchgebiss, einem im Wechsel 
begriffenen oder mit einem bleibenden Gebiss " versehen ist. 
Ans der Hesehaffenlieit des Gebisses läs^t sich daher nur 
Jugend und liüheres Alter eines Thieres, aber nicht das Alter 
nach Monaten oder Jahren angeben. Die Altersbestimmung 
der Hunde hat, soweit ich bis jetzt ersehen kann, eine 
wesentliche Bedeutung desshalb, weil mit Hilfe derselben die 
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maximale Wachathuuisgrenze des Hirns, d. Ii. die Grenze 
der Gewiditsznnahme festgestellt werden soll. Vergleicht 
man z. B. die Uimgewichte der beiden Bernhardiner (Nr. 2 
und 9) miteinander, so ergiebt sich, dass das flBnf Monat 
alte Thier (Nr. 9) ein Himgewicht von 116 g besitzt, während 
der dreijährige Hund (Nr. 2) der gleichen Race, welcher 
20000 g schwerer ist als der erstere, nur ein Hirngewichfc 
von 108 g hatte. 

Aus den bisherigen (lewichtsbestimnuingen der Körper 
und der Hirne bei den Hunden darf gefolgert wx»rden, dass 
deren Hirne schon früh ihre äusserlich formelle Ausbildung, 
ihr maximales Wachsthum erlangen, die Körper aber noch 
weiter an Grösse und Gewicht zunehmen, ohne wesentliche 
Antheilnahme der Hirne. 

Die Ztililenreihe über das absolute Gehirngewicht 
ergiebt, dass dasselbe niclit durch das Alter des Thieres, 
sondern durch diis Körpergewicht bis zu einem gewissen 
Grade beeinÜusst wird. Sind auch im Allgemeinen zwischen 
Hirn und Körpergewicht der Hunde mehrfache Schwankungen 
vorhanden, so lässt sich aus den Zahlen doch ersehen, dass 
die schwersten Hunde auch die schwersten Hirne und die 
leichten Hunde die kleinsten Hirne besitzen. Die Thiere 
wurden nach der Grösse ihres Körpergewichtes in die Tabelle 
eingetragen, während die Gehirugewichte in der Reihenfolge 
der Körpergewichte geordnet, einige Schwankungen zeigen. 
Verweise ich auf Nr. 9 — 14, so folgen hier Gehirngewichte 
von 109 g bei 32000 g Körpergewicht, 62 g Gewicht des 
Hirns bei 29000 g Körpergewicht und hier sind die Zahlen 
der Ausdruck von ganz ungleichen Verhältnissen zwischen 
Körper- und Hirngewicht. Bei diesen au£Pallenden Unter- 
schieden darf man wohl daran denken, dass das Alter, die 
Kace und insbesondere der körperliche Zustand der Thiere 
einen niclit geringen KinÜuss ausüben. Unverständlich bleibt 
es immerhin, wenn ein zweijähriger Hund bei einem Gewicht 
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von 32000 g nur 109 g Gehirn, ein gleiclialteriges Thier 
bei einem Körpergewicht von 29000 g nur 02 g und sogar 
ein fünf Monat alter Bernhardiner, der 28000 g schwer war, 
116 g Gehirn hatte. 

Der Raoeuntersohied, an den man auch denken könnte, 
encheint nicht ansreichend, diese Verschiedenheit zn erkl&ren, 
ebensowenig wie der Unterschied verständlich ist bei Nr. 21 
und 22, bei denen der 1137 g schwere Hund um 14 g mehr 
Gehirnsubstanz besass, als das 3128 g schwere Thier. 

Hier spielen noch Faktoren herein, welche bei den 
weiteren Studien eine ganz besondere Beachtung Terdienen. 
Bineiseits seheint das Alter der Thiere, andererseits aher die 
Krankheit, welche den Tod desselben verursachte, mit in 
Betracht sn kommen. Schon seit Jahren suche ich die Hirne 
von jenen Hunden zu sammeln, welche für physiologische 
Zwecke in den Instituten angekauft werden; dieselben ver- 
dienen ebenso den Vorzug vor kranken Thieren, wie wir 
die Bestimmungen des Körper- und Gehirngewichtes an den 
Verunglückten, den Selbstmördern und Enthaupteten jenen 
an chronischen Krankheiten Terstorbenen Menschen vorziehen. 

Schon ans der Zahlenvergleichnng des absoluten Körper^ 
und Gehirngewichtes läset sich entnehmen, dass die relativen 
Gewichte auffallend diöeriren werden. Wie schon erwähnt 
sprechen mehrere Thatsachen dafür, dass das VVachstlium 
des Hirns bei den Hunden schon vor Ende ihres ersten Lebens- 
jahres seine Grenze erreicht, während der Körper noch be- 
deutend an Grösse und Gewicht zunimmt. Das relative 
Gehimgewieht zeigt demnach beim jungen und alten Thier 
einen in die Augen fallenden Unterschied: 

Die Zahlenreihe über das relative Himgewicht zeigt 
sich um so günstiger, je jünger das Thier ist. Bei dem drei 
Jahre alten Bernhardiner (Nr. 2) welcher ein Kiu'pergewicht 
von 57000 g besitzt, ergiebt sich ein relatives Gehirn«(ewielit 
wie 1:527,77; dagegen wurde bei dem fünf Monat alten 
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Bernhardiner (Nr. 9), der 280<K) g wog, ein relatives Hirn- 
gewicbt wie 1:241,87 berechnet, und bei dem vier Monat 
alten Thier (Nr. 15), das nur 4878 g wog, ein relatives 
Hirogewicht wie 1:67,75 festgestellt. Bei allen leichten 
Hunden ergiebt sich ein relatiy sehr günstiges Hirngewicht, 
weil das Eörperwachsthnm , nachdem das Hirn seine man- 
male Grösse erlangt hat, gar nicht mehr oder nur in geringem 
Grade fortschreitet. 

In ganz älinlicher Weise zeigt sich das rehitive Hirn- 
gew icbt, wenn dasselbe auf 1000 g Körpergewicht berechnet 
wird. Bei den schweren Thieren kommen auf 1000 g Körper 
zwischen 2 — 6 g Hirn und bei den kleinen leichten Hunden 
auf 1000 g Körper 8—22 g and mehr Hirn. 

Bei den weiteren Studien werden noch in Betracht ge- 
zogen, das Volum des ^nzen Schädels zu Volum der Schädel- 
höhle und das Verhältniss des Hiruschüdels zum Gesichts- 
skelett. 

Die äusserlich am HundeschSdel gewonnenen Messungs- 
ergebnisse können, wenn es sich um relative Beziehungen 
zwischen den äusseren Dimensionen des SchUdels und des 
Hirns handelt, keine direkte Verwerthung finden, wie etwa 
hei dem Menschenschädel, weil hei den Hunden die nngleiche 
Dicke der Schädelknochen, die Muskelleisten und die pneu- 
matischen Räume am Hirnschädel die Messung hochgradig 
))eein Hussen. Aber noch mehr wird der Kopf des Hundes 
beeinÜusst durch den ungemein verschiedenen Grad der Aus- 
bildung des Gesichtsskelettes. Die Fresswerkzeuge sind bei 
der einen Race sehr stark, bei der andern nur schwach aus- 
gebildet, so dass der Gesichts- und der sog. Sattelwinkel 
höchst variabel erscheinen, ohne dass der Grad der Hirn- 
entwicklung einen nennenswerthen Einfluss auf dieselben 
ausübt. 

Alle die berührten Fragen bedürfen für ihre Beant- 
wortung noch eingehendere Studien und nach Gewinnung 
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des Hirn- und Schiidelniateriales von den Hunden verschie- 
dener Uacen soll mit Berücksichtigung der spärlich vor- 
baodenen Literatur das vorliegende Thema eine eingehendere 
Besprechung erfahren. 

Yorlftnfig sollen einige Satze über die Ergebnisse der 
bisherigen üntersnchnngen hier znr Mittheilung gelangen. 

1. Wenn auch in den Zahlen über das Körper- und 
Hirngewicht noch viele Schwankungen, welche durch eine 
grössere üntersuchungsreihe sich ausgleic.lu'n mögen, vor- 
handen sind, so ist doch schon festgestellt, dass das Hirn 
bei den Hunden schon im ersten Leben^ahre seine Wachs- 
thum^proize erreicht. 

2. Der schwerste Hnnd hat auch das schwerste Hirn. 
Die Himgewichte nehmen bei den Hunden mit dem Körper- 
gewicht derselben .zu, jedoch in einem ungleichen Verhältniss. 

3. Das relative Hirngewicht ist l)ei kleinen leichten 
Thieren ein viel günstigeres als bei den grossen. 

4. Der kleine leichte liund besitzt auf lUOü g Körper- 
gewicht bedeutend mehr Hirn als der grosse. 
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Sitzungsberichte 

der 

kOnigl. bayer. Akademie der WisBenschaften. 

Mathematisch-plijBikaliBche Glasse. 

Sitzung vom 2. Juni 1894. 

1. Herr H. Seeligbb legt eine Abhandlung: «über den 
Tierfacben Stern C Cancri* vor. 

2. Herr L. Boltzmann iil)erreiclit eine Arlx.'it des Herrn 
Dr. I ONÄZ Schütz, Hilfsarbeiter beim Unterrichte für theo- 
retische Physik im math.-phjsikal. Institut: „über eine Ver- 
allgemeinerung der T. HelmhoUz*8chen Wirbel- 
Integrale, welcher eine unendliche Mannigfaltigkeit 
Ton mechanischen Bildern der MaxwelPschen Theorie 
entspricht''. 



Ueber den yier&chen Stern Z Gancri 

Von H. Seeliger. 

{Singelaitflm 2. Jwtt.) 

Die Resultate numerischer Rechnungen von der Art, 
vie ich sie in meinen beiden Arbeiten fiber C Cancri^) ver* 
SlFentlicht habe, tragen immer mehr oder weniger den 
Character von Interpolationsformeln. Ihre Constanten lassen 
sich nicht mit so grosser Genauigkeit bestimmen, dass auf 

1) üntenoohungen Aber die Beweguigtrerhaltaitse in dem drei- 
iMhen StenuTBtem t Oancri. Denkschriften der Wiener Akademie 
1881. Fortgesetzte Untersuchungen über das mehrfache Sternsystem 
(Cancri. Abhandlnnn'en der k. haj'er. Akademie 1888. Im Folgenden 
soll die erste Abhandlung mit I, die xweite mifc II bezeichnet werden. 
18M. lUtk.-^ya. Gl. & 17 
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Jahre hinaus ein Tdllig befriedigender Anschloss an die 
Beobachtungen yerbürgt werden kann. Ich habe diese Sach- 
lage, namentlich in II, ausdrücklich hervorgehoben. Bs ist 

deshalb einerseits nicht zu verwundern, wenn die aus der 
Theorie folgenden Oerter mit der Zeit von den Beubaubtungen 
um geringe Beträge abweichen, andererseits hat es kein 
Interesse in kürzeren Zeitintervallen immer von neuem die 
Beobachtungen an die Theorie genau anzuschliessen, wenn 
nur die characteristischen Ergebnisse der letzteren sich in 
den ersteren wiederfinden. 

Bei der Ausarbeitung von I standen mir Beobachtungen 
bis zum .lalire 1880 zur Verfügung, während in II Messungen 
bis zum Jahre 1888, allerdings zum Tlieil in nicht hin- 
länglicher Zahl, benutzt werden konnten. Die Berechtigung 
der zweiten irntersuchung lag deshalb nicht sowohl in dem 
vermehrten Beobachtungsmaterial, als vielmehr in dem Um- 
stände, dass ich dort die Theorie nach verschiedenen Richtungen 
eingehender und vollständiger entwickeln konnte und in dieser 
Beziehung einen gewissen Abschluss erreichen zu können 
glaubte. Eine Aufforderung meine Rechnungen über L Cancri 
gegenwärtig wieder aufzunehmen, kann ich deshalb in dem 
Hinzukommen neuer Beobachtungen nicht erblicken. Da- 
gegen sind in den letzten Jahren von Herrn Burnham, 
einem verdienten Doppelsternbeobachter, Angriffe gegen meine 
Theorie der Bewegung des entfernteren Sternes C erfolgt, 
welche in den Augen derjenigen, die meine Arbeiten nicht 
genauer kennen, die Sachlage zu verdunkeln geeignet sind. 
Die von Herrn Buruhani mit grosser Zuversicht Vorge- 
brachten Argunu'iite sind freilich nur gociLfiiot zu beweisen, 
dass ihr Urlieber weder genügende Öachkenntniss besitzt, 
noch sich die Mühe gegeben hat meine Arbeiten genauer 
anzusehen. Ich könnte deshalb die Terdiente Würdigung 
der Bumham'schen Behauptungen ruhig der Zukunft und 
Anderen fiberlasaen. Auf der andern Seite kann ich nicht 
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zugeben, dass durch fi^anz unbegründete Behauptungen die 
Resultate meiner Arl)eiten über L Caneri in Frage gestellt 
werden und deshalb habe ich im Folgenden einige Rechnungen 
ansgeföhrt, die auch für den Fernerstehenden die Sachlage 
in, wie ich hoffe, YöUige Klarheit zu stellen geeignet sein 
dürften. 

Ich werde mich im Folgenden einrig und allein mit 
der Bewegung des entfernteren Begleiters G um den Schwer- 
punkt der beiden inneren Sterne A und B beschäftigen. 

Ausführliche Uritersuchungen in 1 und 11 haben zu dem 
Resultate geführt, dass die Beobachtungen keine merkliche 
Verschiedenheit zwischen dem Schwerpunkte von A und B 

A -\- B 

und der Mitte beider Sterne, ^ , ergeben. Weiter 

zeigten sich in den Beobachtungen yon G und zwar in ganz 
übereinstimmender Weise sowohl im Positionswinkel als auch 
in Distanz Undulationen, welche die Positionswinkel um un- 
gefähr ^ 2** und die Distanzen um 0r2 um einen 

mittleren Wertli heninisch wanken liessen. Die constanto 
Periode dieser Schwankung betrug nahezu 18 Jahre und 
es war möglich, dieselbe in mehr als 3 vollständigen Wieder- 
holungen zu bestätigen. Die ganze Erscheinung ist nach 
jeder Richtung vollständig durch die Annahme zu erklären, 
der Stern G besitze einen vorerst als dunkel zu betrachten- 
den nahen Begleiter. Die in II verarbeiteten Jahresmittel 
von 1880 ab konnten indessen nicht hinlänglich begründet 
werden, was nunmehr durch die inzwischen erfolgte Pnbli- 
cation mehrerer werthvollen Beobachtungsreihcn niiiglicli 
ist. Vom Jahre 1888 ab wäre aber auch gegenwärtig die 
Aufstellung von einigermaasseu zuverlässigen Jahresniittehi 
nicht möglich, hätten nicht die Herren S( liiaparelli, H. iStruve 
und Lovett die grosse Freundlichkeit gehabt, mir aus ihren 
Tagebüchern die gewünschten Auszüge mitzutheilen. Nament- 
lich die sehr zahlreichen und ausgezeichneten Messungen 

17* 
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Herrn Schiaparelli's bilden eine wesentliche Stütze der folgen- 
den Bemerkungen. Auf diese Weise war es möglich 15 
neue und sichere Jahresmittel YOn 1880 — 1894 aufzustellen. 
Nach den obigen Bemerkungen kann es sich nicht darum 
handeln, diese neuen Messungsresultate in die frfiheren Rech- 
nungen einzufügen. Dagegen glaube ich ähnlichen unbe- 
gründeten Angriffen, wie die von Seite des Herrn Bamham, 
am besten zu begegnen, wenn ich die neueren Messungen, 
die doch fast gar keinen personalen Zusannnenhang hal)en mit 
den in den vierziger oder fünfziger Jahren ausgeführten, für 
sich allein behandle. Nachdem sich herausgestellt haV>en 
wird, dass sich meine früheren Formeki den neuen Be- 
obachtungen noch soweit ansehliessen, als man überhaupt 
erwarten Iconnte, werde ich zeigen, dass auch die neuen 
Messungen, für sich allein betrachtet, wiederum der Annahme 
eines dunklen Begleiters von C völlig und zwar auch quanti- 
tativ den früheren Formeln entsprechend, genügen und dass 
ohne eine solche Annahme Fehler übrig bleiben, die durch 
Anhäufung von persönlichen Fehlern zu erklären wolü Nie- 
mand in ernsthafter Weise versuchen wird. 

Ich gehe nun zur Mittheilung der gesammelten Jahres- 
mittel der Beobachtungen von C, bezogen auf die Mitte von 
Ä und J9, über. Zur Abkürzung werden die Beobachter 
Hall (sen.), Jedrzejevvicz, Schiaparelli und Hermann Struve 
mit den Buchstaben H, J, Sp, H. bezeichnet. 
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Zu dieser Zusammenstellung ist Folgendes zu bemerken : 

1. Die Gewichtsbestimmung geschab wieder nach dem in 
II. anfgestellten Schema. Das genfigt jedenfalls für die Yorlie- 
genden Zwecke, wenngleich hierdurch die neuen mit so ausge- 
zeichneten Hfllismitteln ansgerOsteten Beobachter sicherlich zu 
kleine Gewichte bekommen haben. Bei einer definitiven 
Bearbeitung wird man u. A. den aus sehr zahlreichen und 
augeuscheinlich sehr genauen Abendmitteln zusammengesetzten 
Jahresmitteln Schiaparelli's ein grösseres Gewicht zu geben 
haben. Die Jahresmittel Scbiaparelli^s sind der Reihe nach 
aus 13, 12, 14, 8, 10, 10, 14, 14 Abenden gebildet 

2. Die Beduction der anf Ä oder B belogenen Messungen 

A4' B 

Yon C auf -7—^ — ist mit Hülfe Ton Annahmen Aber die 

gegenseitige Stellung von A und B erfolgt, die nicht ganz, 
sicher sind und nicht ohne grössere Hechnungen sicher her- 
gestellt werden konnten. Diese Ungenauigkeit, die übrigens 
kaum merklich sein wird, kann nur bei den Beobachtungen von 
H. 2, die letzte Stelle der obigen Zahlen beeinflusst haben. 

3. Was die constanten persönlichen Fehler betrifft, so 
wurden durch Yergleichung mit der II. S. 71 gegebenen 
Ephemeride folgende Correctionen angebracht: 

Sp. — o?85 + o:o7i 

H. + 0.51 — 0.025 
H. Z —0.41 +0.097 

Die letzte Beobaelitunt? von H. — . scheint indessen sich 
dieser Correction 2U widersetzen. Dieselbe ist durch eine drei- 
jährige Pause ?on den früheren getrennt und besteht aus je 
6 Yergleichungen von C mit A und mit B^ welche voll- 
ständig übereinstimmende Mittelwerthe geben. Danach scheint 
es besser am sein, diese letzte Messung yon H. Z uncorrigirt 
zu lassen. Im Uebrigen tritt auf den ersten Blick ziemlich 
deutlich die Thatsache hervor, dass iiierdurch das letzte 
Jahresmittel in Distanz unsiclier ist, und man wird das auch 
in der Folge bestätigt finden. 
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4. Die Messnnt^eii von ü. ^. aus dem Jahre 1881 und 
die mit dem ^Ozölligen Eefractor angestellten sind direct 
ohne Correction dem Anhange von II. entnommen worden. 
Die Gründe für dieses Verfahren lasse ich unerörtert, weil 
ein merklicher Einfloss hierdurch im Folgenden nicht herror- 
gerufen werden kann. Alle anderen Beobachtungen sind, 
wie früher, uncom'girt gehlieben. 

Was die in II. und im Ansehluss hieran in der vor- 
liegenden Notiz angewandten constanten persönlichen Fehler 
hetriit't, so geben sie nichts anderes an, als die Mittel der 
Abweichungen gegen die Ephemeride, welche wiederum aus 
provisorisch corrigirten Beobachtungen abgeleitet ist. Die 
Beobachtungen erscheinen hierdurch auf ein mehr oder we- 
niger willkürliches System der Positiotiswinkel und Distanzen 
bezogen. Mit einiger Wahrscheinlichkeit wird man aber die 
gefundenen (^orrectionen als wirkliche constante persönliche 
Fehler betrachten dürfen, wenn das Mittel aller angebrachten 
Correctionen nicht merklich von Null abweicht, im anderen 
Falle ist das angenommene System noch nicht das normale. 
Die in IL und gegenwartig benutzten Correctionen sind nun, 
wenn dort, wo für densdben Beobachter yerschiedene Cor- 
rectionen gefanden worden sind, einfache Mittelwerthe an- 
gesetzt werden (mit Ausnahme von Sp., bei welchem wegen 
der grcssen Verschiedenheit der iustruuicutü dies kaum zu- 
lässig sein dürfte): 



W.Z -hl!82 — orOTO 

0. ^. —0.47 —0.126 

D. +0.84 — 0.083 

S. +0.02 —0.008 

A. —0.26 —0081 

Mftdler + 0.30 — 

Du. — 1.5G - 0.050 

Sp.i +1.04 +0.004 

Engelmann 4- 1.38 +0.217 

J. + 0.71 — 0.103 
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Kaiser 
8p. u 

H. 



H.Z 



+ 1?79 - 0*280 

— 0.85 + 0.074 
-1-0.51 — 0.025 

— 0.41 +0.097 



Mittel 



+0?S6 — 0^024 



Niiiimt mau nur die am sichersten Ijestiininlen Oorreciio- 
nen. nämlich: VV. J., Sp. j, Sp, n, H., H. so ergiebt .sicli 
ab Alittelwerth + 0?31, + o:008. Daoach dürfte dits System 
etwas zu grosse Positionswinkel angeben, während die Di- 
stanzen jedeo&lls naheza der Wahrheit entsprechen. Da 
aber eine constante Gorrection im Positk>nswinkel auf die 
Theorie keinen Einflnss fibt, wird man das gewählte System 
als nahezu normal ansehen dürfen. Ausserdem ist diese posi- 
tive (^»rrection durch die etwas ungewöhnlich grosse Correction 
von \V. zum grösst^n Theile entstanden. Jedenfalls liegt 
vorderhand kein ürund vor, /n bezweifeln, dass sich meine 
Untersuchungen in II. auf Beobachtungen stütasen, die auf 
ein wesentlich richtiges System bezogen worden sind, wenn- 
gleich nicht ansgeschloesen ist, dass sich in der Folgezeit, wo 
hoffentlich recht viele der jetzt zur Verfügung stehenden grossen 
Fernrohre zur Ausmessung von C Cancri benutzt werden, eine 
Modification nach der einen oder anderen Seite ergeben könnte. 

Die oben angeführten .Taliresmittel wurden zunächst, zur 
Erleichterung aller Yergleichungen, auf dasselbe Zehntel des 
betreffenden Jahres reducirt. Es mnss aber wiederholt dar- 
auf aofmerksam gemacht werden, dass die letzten Stellen, 
also die Hundertstel der Positionswinkelgrade und die Tau- 
sendstel der Distanzsecunden , um einige wenige Einheiten 
unsicher wird; das liegt in der Art ihrer Berechnung. Ebenso 
haben alle weiteren Rechnungen eine solche minimale, gänz- 
lich belanglose Unsicherheit. l)en 15 neu abgeleiteten Jahres- 
mitteln habe ich nun noch die 4 zunächst vorangehenden aus 
IL hinzugefügt. £ine Aenderong oder Vervollständigung 
mit ihnen Torznnehmen, war ich nicht in der Lage. 
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Zuerst .Süllen die beobachteten Positionswinkel und Di- 
stanzen und Qu mit den aus der Theorie (II S. 68 — 71) 
folgenden Werthen j)r und qh vergliclien werden. Die Diffe- 
renzen im Sinne Beobachtung — Rechnung finden sich unter 
der Rubrik B — R in der Zusfunmenstellung auf folgender Seite. 
Ein nur flüchtiger Blick auf diese Zahlen ergiebt nun, dass im 
Grossen und Ganzen der Anschluss an die Theorie zufrieden- 
stellend ist. Zum mindesten sind die eigenthflmlichen ündu- 
lationen, welche die Beobachtunji^en in p und q ergeben, fast 
vollständig verschwunden. Uebrig geblieben sind Differenzen 
von allerdings wohl noch systematischem Betrage, die aber 
für den objectiven Beurtheiler absolut nichts Auffallendes 
mehr haben, da sowohl systematische Fehler in den Beobach- 
tungen Torauszusetzen sind und ferner es sich ja um eine 
Extrapolation auf etwa 10 Jahre hinaus handelt In An- 
betracht dessen darf die Uebereinstimmung zwischen Theorie 
und Beobachtung als befriedigend bezeichnet werden. 
Die Summen der absoluten Differenzen betragen im Positions- 
winkel 8.56, in Distanz 0.7G9. 

Die Undulationeu , welche die beobachteten p und q 
zeigen und die, wie ich in IL gezeigt habe, mit einer fast 
mathematischen Regelmassigkeit an eine Periode Yon un- 
gefähr 18 Jahren geknüpft sind, treten deutlicher hervor, 
wenn man die Beobachtungen etwa durch eine Kreisbewegung 
darzustellen sucht. Hierbei ist wohl zu beachten, dass es sich um 
eine fortschreitende Veriiiiderinig der Positionswinkel um nur 
9 Grad handelt. Nimmt man diese fortschreitende Ver- 
änderung Yon p nach II an und setzt: 

Po = 145?46 — 0?513 (t — 1850.2), = 5:459 

entsprechend dem einfachen ohne Rücksicht auf die Gewichte 

gebildeten Mittelwerth aller Qß. so geben die Differenzen 
— 2)ny Qo — Qn nahezu das, was man als die übrig bleiben- 
den Fehler der Beobachtungen anzusehen hätte, wenn man die 
Annahme, dass der Stern C nicht wiederum doppelt sei, fallen 
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Hesse. Differenzen von einem .solchen Hetra<j:e sind nunmehr in 
der vierten Wiederholung aufgetreten. Rs widerstrebt mir, 
angesichts dieser Zahlen die Behauptung des Uerrn Buruhani, 
dass solche Abweichungen als eine merkwürdige^ nonmehr zum 
4. Male in gleicher Weise auftretende Anhäufung Ton persön- 
lichen Fehlem aufzufassen seien, zn kritisiren. Dergleichen 
Behauptungen mit einem parlamentariselien Ausdrucke zu 
charakterisiren ist kaum möglich. 
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\ 

Um indessen die entscheidende Thatsache deutlich vor- 
zuführen, das8 die angeführten letzten 19 Jahresmittel, bei 
denen so viele und ansgezeichneie Beobachter (es sei hierbei ] 
hingewiesen auf die überans gute Uebereinsümmung, nament- 1 
lieh in den Posttianswinkeln) mitgewirkt haben, die in den 
Jabresmittehi vor 187() nicht vorkommen, mit derselben Periode 
übereinstimmen, die in 11 aus der Gesainmtheit der früher 
verfügbaren Messungen abgeleitet worden ist, habe ich die 
Differenzen Pq — Pb nach der Methode des kl. Qu. dnrch 
eine, einer Kreisbewegung mit der genannten Periode ent- 
sprechenden Formel darzustellen unternommen. Es ergab 
sich so: 

(II) Po—Pb = — 0?06 + l?918.sin lO^'Oi? t 

+ 0?137cos 19?947< 

worin die Zeit i in Jahren von 1850.2 anzusetzen ist. Wollte 
man noch einen besseren Anschluss dadurch erreichen, dass 

mau die Veränderung von ^Jq etwas ändert, so wäre zu setzen 

(HI) ;>o -PB^- 0?06 - 0?681 [ Q 

+ 2f268 sin 19f947 t + 0?286 cos 19?947 t 

In der folgenden Tabelle sind die nach den Formeln ge- 
rechneten Werthe der Positionswinkel unter II bezw. III 
angegeben, ferner sind nunmehr die übrig bleibenden Fehler 
unter ^ bezw. angeführt. Die gewonnene Darstellung 
ist, wie ja gar nicht anders zu erwarten war, eine zufrieden- 
stellende. Der systematische Charakter der Differenzen kann 
Kum Theil gewiss dnrch eine mehr ausgearbeitete Theorie, 
äluilich etwu der von mir früher dargestellten und einer mit 
lUicksicht auf die Gewichte durchgeführten Rechnung fortge- 
schafft werden, zum grösseren Theil sprechen sich hier eben 
wirklich jene rein persönlichen Beobachtungsfehler aus. Ich 
habe auf diesen Punkt in meinen früheren Arbeiten stets nach- 
drfickUdi hingefriesen. Für die Summen der absoluten 
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Werth e der J 


und erpfiebt sich 6."05 bezw 


. b.i) 


8. Man 


wird 


deniiiacli 


kaum 


nöthig 


haben , 


der Formel III etwa 


einen 


Yorzag 


vor II 


zu geben. 










Po~Pd 


IT 
11 


A 


III 




a 




1876.2 


-|-l"61 


+o:5i 


+ 1. 10 


+ 1. 10 


+0:^51 


ri.m 


+ 0.031 


77.2 


-t- 0.45 


— 0.15 


+ 0.60 


+ 0.25 


+ 0.20 


431» 


- 0.023 


78.2 


— 0.33 


— 0.49 


+ 0.1«; 


— 0 21 


— 0.12 


4G5 


-h 0.003 


79.2 


— 204 


— 1.2G 


— 0.78 


— 1.2"J 


— 0.75 


391 


— 0.071 


80.2 


— 2.19 


— 1.77 


— 0.42 


— 1.81 


— 0.38 


456 


— 0.006 


81.2 


— 1.91 


— 1.97 


+ 0.06 


— 2.08 


+ 0.17 


449 


— 0.013 


82.2 


— 2.18 


— 1.04 


— 0.19 


— 2.16 


+ 0X)2 


476 


+ 0.018 


83.2 


— 1.27 


— 1.69 


+ 0.42 


— 1.80 


+ 0.68 


499 


+ 0.087 


84.2 


— 0.72 


— 1.24 


+ 0.62 


-1.80 


+ 0.68 


899 


— 0.068 


86.2 


— 0.70 


— 0.66 


— 0.06 


— 0.46 


-0.26 


468 


+ 0.006 


86.2 


— 0.07 


0 


— 0.07 


. + 0.07 


— 0.14 


410 


— 0.062 


87.2 


+ 0.44 


+ 0.66 


— 0.22 


+ 0.77 


-0 88 


429 


— 0.088 


88.2 


+ 1.58 


+ 1.22 


4- 0.30 


+ 1.35 


+ 0.23 


490 


+ 0.028 


80.2 


4- l.Gt 


+ l.(]3 


-h 0.01 


+ 1.73 


— 0.09 


419 


— 0.013 


90.2 


-(- 1.35 


+ 1.84 


— 0.49 


+ 1.87 


— 0.52 


485 


-f 0.023 


91.2 


-i- 1.G2 


+ 1.82 


— 0.20 


4- 1 73 


— 0.11 


534 


+ 0. 072 


92.2 


+ 1.47 


+ 1.60 


- 0.13 


+ 1.32 


+ 0.15 


547 


-j- 0.085 


93.2 


4- 0 85 


-|- 1.12 


- 0.27 


+ 0.70 


4- 0.15 


434 


— 0.028 


94.2 


4-0.43 


+ 0.43 


0 


+ 0.08 


+ 0.35 


(582) (+0.120) 



Eine nicht unwichtige GontroIIe, wenn ee derselben 
überhaupt noch bedarf, liefert nunmehr die Behandlung der 

Di.strtnzen. Die Formel II zieht natürlich dann, wenn an- 
genommen wird, das.s (7 eine Kreishalin um einen dunklen 
Begleiter beschreibt, ganz bestimmte Veränderungen der 
Distanzen nach sich. Nennt man a den Radius der Kreis* 
bahn, welchen der Schwerpunkt von ö und Beinern Begleiter 

um ^ ^ ^ beschreibt, so kann mau aus jedem Qb einen 

Werth von a rechnen. Die angefahrten a nebst den Differenzen 

= 5"4G2 — a, wobei 5." 1()2 den einfachen oliiu; lUicksicht 
auf die Gewiclite genommeneu Mittelwert h darstellt, liefern 
nun wieder eine und zwar eine ganz unabhängige Be- 
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stätignng der Theorie. Weon man die geringen Abweichungen 
(J2^,«0!720 bezw. 0r600) überblickt, so wird man nicbi 
zweifelhaft sein können, dass alle grosseren regelm&ssigen 
Undnlationen in den Distanzen vollkommen yerschwunden sind. 

Ich habe in dieser Controlle in meinen lieiden früheren Ab- 
handlungen stets eine sehr gewichtige Stütze erblickt für die 
fast apodiktische Sicherheit der Annahme, dass G einen dunklen 
Begleiter haben müsse. Ich kann auch jetzt nur wiederholen, 
was ich über jene Annahme in II (S. 14) gesagt habe: «Ich für 
meinen Theil siehe nicht an, derselben dne Sicherheit zu- 
zusprechen, die so gross ist, wie sie wenigen Erklärungsver- 
suchen in der Stellarastronomie zukommt, die nicht durch den 
blossen Augenschein sofort bewiesen werden können.* 

Zum Sclilusse ninss ich nochmals, obwohl nur ungern, 
auf Herrn Burnbam zurückkoninien. Xachdem ich die An- 
griffe des genannten Herrn ausführlich zurückgewiesen^) und 
gezeigt hatte, welche sonderbaren Vorstellungen er sich fiber 
systematische Beobachtungsfehler gebildet hat, hat es Herr 
Bumham ftir gut befunden in No. 120 der Zeiiawhrift 
„Astrononiy and Astrophysics" nicht nur seine Behauptongcn 
zu wiederholen, sondern dies in einem Tone zu thuu, den 
ich als ganz ungeliiai^j^ auf das Entschiedenste zurückweisen 
muss. Auf seine Argumente nochmals einzugehen, dazu liegt 
auch nicht die mindeste Veranlassung vor, da diese durch 
meine früheren Aufsatze vollständig widerlegt sind. Ich 
kann mir aber nicht versagen, Nr. lU der zuletzt genannten 
Bumham*8chen Notiz hier abzudrucken, weil die Eigenart 
ihres Verfassers hierdurch sich von selbst kennzeichnet. 
„Tt is evident that Professor Seeliger has had little practical 
experience in douhle stars work, or he would not have 
criticised my reuiark that the close pair of £ Hydrae could 



1) Ueber Herrn Burnbam*8 „Inviaible Double Stara* ond ins- 
besondere über « Hydrae. Astron. Naohriohton, Baad 183. 
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not possibly affect the nieasnres of C. The truth of tliis 
Statement nmst be so obvious to every practical astroiionier 
wbo ia accnstoraed to use tlie niicrometer tbat it can hardly 
be considered a debateable question." Ich kann nnr mein 
lebhaftes Bedauern darüber aassprechen, dass ein praktischer 
Astronom eine so aoffallende Unkenntniss der Umstände be- 
sitzt, welche systematische Abweichungen nothwendiger Weise 
erzeugen mfissen, und noch mehr muss ich es bedauern, dass 
er diese Unkenntniss in so überaus anspruchsvoller Form 
zur Schau trägt. Schon hieraus folgt, dass ein wissenschaft- 
liclier Gewinn aus einer Auseinandersetzung mit üerrn 13urn- 
ham über die vorliegenden Fragen nicht hervorgehen kann. 
Ich ' werde deshalb auch etwaige weitere Bemerkungen 
dieses Herrn über £ Cancri und meine Arbeiten, als für die 
Sache gleichgültig, in Zukunft unberücksichtigt und erneute 
Angriffe unbeantwortet lassen. 
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Ueber eine Verallgemeinerung der v. Helmholtz'schen 
Wirbal-Intagrald, welcher eine unendliche Mannig- 
faltigkeit von mechanischen Bildern der Maxwell- 
schen Elektrodynamik entspricht 

Von Dr. J. B. Schfits. 

(Eingelaufen 2. Jmti.) 

1. Wir setzen eine unendlich ausgedehnte reibungslose 

Flfissigkeitsmasse voraus, der wir vorläufig die Beschränkung 
der Incompressibilität noch niciit uuferlegen wollen; wir be- 
trachten vorerst nur solche Gebiete derlei l»en, in welchen die 
3 rechtwinkligen Ge.schwindigkeit.<compoüenten ^(^^ üj, ein- 
deutige nnd mit allen ihren Derivirten endliche und stetige 
Funktionen der 3 rechtwinkligen Raumcoordinaten x, y, a 
sind. Im Unendlichen soll die Flüssigkeit rohen. 

Ueberau dort, wo die Grössen w^, v^, eine Potential- 
funktion 0^ (das Geschwindigkeitspotential) besitzen, werden 
die Gleichungen bestehen 

dy de da dx dx dy 

Dort wo die Potentialfunktion CP^ zu existiren aufhört, 
werden gewisse Bew^nngen auftreten, die t. Uelmboltz in 
seiner Abhandlung «Ueber Integrale der hydrodynamischen 
Gleichungen etc*. Grelle*s Journal, Bd. 55, S. 25—55, 1858 
unter dem Namen der , Wirbelbewegungen' eingeführt hat. 

I8M. Ut^'lfhj». OL a 18 
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2. Wirbelpotential nenne ich eine Funktion deren 
Ableitungen nach den Goordinaien die nach diesen gesehatsten 
Wirbelgeaehwindigkeiten geben. Die Wirbelgeschwindig- 
keiten ti,, v^, sind definirt durch die Gleiehnngen 



An allen Stellen aber, wo diese Potratialfonktion zu 
existiren aufhört, setzen wir 



Die Grössen u^, r^, haben eine einfache und an- 
schauliche physikalische Bedeutung, Ton der spater noch die 
Rede sein wird; wir wollen sie die aStrömungsgeschwindig- 
keiten zweiter Ordnung* nennen. Die Grössen tij, r^, ti\ 
sind dann für nns die Strömungsgeschwindigkeiten erster 
Ordnung. 

Es wird Stellen geben können, woselbst die Grössen 
t<8i ^fti ^^^^ Ableitungen einer Funktion 0^ darstellen 
lassen. Wir nennen diese Funktion das «Strömungspotential 
zweiter Ordnung* (0^ ist dann für uns das Strömungspotential 
erster Ordnung). 

An allen diesen Stellen wird sein 

dy dg 9e dx dx dy 




Dort wo ein Wirbelpotential ezistirt, wird sein 

9 tTg 9 t'g d Wg dw^ 9 t'g 9 fig ^ 

dy 9^ de dx dx dy 



3) 
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Dort wo zu existiren aufhört, setzen wir wieder 



Die Grössen 7<^, V4, nennen wir die Wirbelgeschwindig- 
keiten zweiter Ordnung und eine etwa existirende Potential- 
funktion <Z>4 derselben das «Wirbelpotential zweiter Ordnung*. 
In diesem Sinne sind dann 11,, v,, w^y bezw. die Wirbel- 
geschwindigkeiten hezw. das Wirbelpotential erster Ordnung. 

Man sieht schon, wie sich der Faden weiter spinnt. 
Allgemein zu reden, nennen wir die Grössen i<2m-i, «^2m-1i 
it'2»-i, ^2n-\ die Strömungsgeschwindigkeiten und das 
Strömungspotential wter Ordnung und die Grössen ll2n^ t^2«, 
«^1 <^2n die Wirbelgeschwindigkeiten und das Wirbelpotential 
ftter Ordnung. 

3. Die formale Qeberemstimmung der DifFerenzialglei- 
chungen 4) und 6) läset erwarten, dass auch die Integral- 
eigenschaften der Wirbel und Strömungen höherer Ordnung 
wesentlich übereinstimmen. Es wird sich daher zur Ahkürzung 
empfehlen, dass wir uns für beide zuweilen eines gemein- 
samen Namens bedienen, und wir wählen hiefür, nicht ohne 
die Absicht, an den verwandten Quaternionen-Begriff des curl 
(vgl. Boltzmann, Vorl. II pag. 3) anzuklingen, den Ausdruck 



Denmach nennen wir die Grössen m«, vik, u>h die nach 
den 3 rechtwinkligen Coordinatenaxen geschätzten Quirl- 
geschwindigkeiton /i ter Ordnung und das (^uirlpotential 
Äter Ordnung, und erinnern uns, wenn erforderlich, daran, 
dass diese Grössen Strömungsgeschwindigkeiten })ezw. ein 
Strömungspotential bedeuten, wenn k ungerade, dagegen 
Wirbelgeschwindigkeiten bezw. ein Wirbelpotential, wenn h 
gerade ist 




.Quirl*. 



18* 
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Man hat für die Qairlgeschmndigkeiten Äcter Ordnung 
die Aasdrücke 



_ 1 Pwk-i 3t>>-i \ 
^ 2\ dy dg ) 

^ 2\ da dx ) 



7) 



Für den Fall der Ebdstenz eines Quirlpotentiak 0k ist 
~*^ä^-' •^^TJ ^) 

a«;^ dVk dUk dVk 3|f4 

Es lassen sich über die Wechselbeziehungen der Quirl 
verschiedener Ordnung zu einander eine grosse Reihe von 
Sätzen ableiten, von denen wir liier nur solche anführen 
wollen, die für unsere späteren Entwicklungen von einiger 
Bedeutung sind. 

4. £xistirt in einem Bereiche jR ein Quirlpotential hier 
Ordnung als variable Funktion der Coordinaten, so sind die 
Quirlpotentiale Yon höherer Ordnungszahl in demselben Be- 
reiche constante Grössen, Quirlpotentiale von niederer Ordnungs- 
zahl aber können in demselben Bereiche nicht existiren. 
Denn es ist in diesem Bereiche nach Gl. 9) 

««4.1 SS 1^1 » 1014.1 SB 0, abo <Z>i4.i s= const. 

und dasselbe gilt natürlich auch Yon den analogen Grüssen 
noch höherer Ordnungszahl. Der zweite Theil des obigen 

Satzes ist eine nothwendige Consequenz des ersten Theiles. 

Man kann daher aus der gesammten betrachteten Fliissig- 
keitsmasse solche Bereiche JBj hervorheben, die lediglich ein 
Quirlpotential erster Ordnung CP, (d. i. ein Geschwindigkeits- 
potential) besitzen, dann solche Bereiche i^, die lediglich 
ein Quirlpotential zweiter Ordnung 0^ (d. i. ein Wirbel- 
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Potential 1. Ordnung), dann solche i^g, die ledif^dicli ein 
Quirlpotential 3. Ordnung (d. i. ein Geschwindigkeitapoteutial 
2. Ordnung) bis zu solchen Bereichen Rh, die lediglich ein 
Quirlpoiential ktw Ordnung besitaEdn. Wir können jetzt 
den obigen Satz auch so aussprechen: 

In einem Bereiche Bk coezistiren nothwendig 
s&mmtHche Arten Ton Quirlbewegungen, deren Ord- 
nungs/ahl kleiner ist als A*, und es existirt darin 
keine Quirlbewegung von einer grösseren Ordnungs- 
zahl. (Satz 1.) 

5. Jedes Quirlpotential (P* > 1) genügt der 
Laplace*schen Differentialgleichung (Satz II). Aus 
GL 7 ergibt sich (fttr > 1) 

|f + |^ + |f-=0 10) 

Ffir den Fall der Existenz einer Potentialfunktion kann 
diese Gleichung so geschrieben werden 

J0it^O 11) 

Die (Gleichung 10) gilt nicht für h=l; nur, wenn die 
Flüssigkeit iucompressibei ist, hat man auch 

Es müssen daher alle nachfolgenden Sätze, insoweit sie 
sich auf den Eingangs dieses Artikels angegebenen Satz 
stützen, entweder unter der beschränkenden Annahme k > 1, 
oder unter der Voraussetzung der Inoompressibilität der 
Flüssigkeit verstanden werden. 

6. Es kann nicht ein einziger Bereich die ganze 
unendliche Flüssigkeitsmasse erfüllen. (SatzIII.) Denn 
man hätte dann eine Funktion welche im ganzen unendlichen 
Räume der Gleichung J (D^ — 0 (»;enücfte und im TTnendlichen, 
da die Flüssigkeit daselbst als ruhend vorausgesetzt wird, 
gegen einen constanten Werth 0 limitirte. Genau so gross 
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würde daher auch das arithmetische Mittel der Funktiuns- 
werthe von (D^ auf der Oberfläche einer Kugel sein, die man 
mit unendlich grossem Radius um einen im Endlichen ge- 
legenen Punkt P beschriebe. GemSss einem nach Herrn 
Riemann benannten Satse der Potentialtheorie müsste daher 
auch im Punkte P, und weil dieser beliebig gewählt wurde, 
ül)erall im Endlichen (P^ = 0 sein. Nach Satz I müsste 
demnach die Ordnungszahl des Bereiches Rk kleiner sein als 
k und sie könnte, da k beliebig ist, nur gleich 1 sein, aber 
auch dies nur dann, wenn die Flüssigkeit compressibel ist 

7. Es kann nicht ein Bereich 2{| einem Bereiche 
unmittelbar benachbart sein, es sei denn k=sm, (IV.) 

Denn setzen wir etwa willkürlich m>Ä;, dann würde 
nach Satz I das (Juirlpotential (Pjt im Bereiche Ilk existiren, 
im Bereiche lim a^jer zu existiren aufhören. Dagegen würde 
das Quirlpotential sowohl im Räume i?„, als auch im 
Räume Bu existiren, im letzteren Bereiche aber als Oonstante. 
Da die beiden Bereiche einander unmittelbar benachbart sein 
sollen, so mu8s ein Theil ihrer Begrenzungsflächen beiden 
gemeinsam sein. Denkt man sich diesen Theil entfernt, so 
erhielte man einen grösseren Bereich, in welchem eine Funk- 
tion d^m existirte, die überall der Laplace'scheu Dittereutial- 
gleichnng genügte und in einem endlichen Theile des Be- 
reiches einen eonstanten Werth C beeässe. Wir können dann 
eine Eugelflache so construiren, dass deren Mittelpunkt in 
diesem Bereiche, in welchem 0^=0 ist, liegt, und die zum 
Theil in diesen Bereich selbst fällt, zum Theile aber in eine 
Region taucht, in der 0fn gr()sser (oder kleiner) als C wird. 
Dann müsste aber auch das arithmetische Mittel der Funktions- 
werthe von 0m auf der Kugeloberfläche grösser (oder kleiner) 
als ö sein, und dies wäre ein Widerspruch gegen den Bie- 
mann*schen Satz. 

8. Es muss in der bewegten Flüssigkeitsmasse 
Bereiche, mindestens aber einen geben, innerhalb 



Digitized by Google 



Sdimg: Ueber die v, HelmholtM'tchen Wirbd-IiUtgraie. 279 



deren überhaupt kein Qu irlpotential irgendwelcher 
Ordnungszahl existirt. (V.) 

Dieser Satz ist eine noth wendige Consequenz der Sätze 
Iii uDd IV. Wir wollen diese Gebiete die .charakteristisehen 
Schicliten'' nennen; nacli Satz IV muss jeder Bereich A Ton 
einer solchen charakteristischen Schicht Yollständig eingeliällt 
sein. Sie soll im Allgemeinen als von endlicher Dicke vor- 
ausgesetzt sein. An Stellen, wo sie unendlich dünn wird, 
degenerirt sie zu einer wahren Discontinuität; solche und 
andere Discontinuitäten wollen wir, wie schon Eingangs im 
Artikel 1 bemerkt ist, von unserer Betrachtung anaschlieasen. 
Wir denken ans hiezu jede derselben einzeln Ton einer sie ganz 
nmschliessenden, einfach zusammenhängenden Flache umgeben, 
die wir passend „DiscontinuitätshüUe* nennen können. Die 
Flüssigkeit, die sich ausserhalb dieser Discontinuitätshülleu 
befindet, ist für uns die .betrachtete Flüssigkeitsraasse". 

9. Ein für uns sehr wichtiger Satz ist der folgende: 
Die Bewegung der gesammten betrachteten Flüssig- 
keitsmasse ist zu irgend einem Zeitmomente überall 
eindeutig bestimmt, wenn in demselben Zeitmomente 
die Quirlgeschwindigkeiten irgend einer beliebigen 
Ordnungszahl « in allen charakteristischen Schichten 
gegeben sind und gleichzeitig auch die Bewegung 
der Flüssigkeit an den Discontinuitätshülien 7orge- 
schrieben ist. (VI.) 

Man erhält aus den Gleichungen 7), indem man in den- 
selben die Grossen Uk-u ^t-it ^k-i durch die GrOssen Uik_2, 
Vi -2» Wk-2 ersetzt, die folgenden: 




13) 
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Uiebei ist 



Nach Gleichung 10) verschwindet dieser Ausdruck für 
A: > 3 ; also ist für A: > 1 uud bei iucompressibeln Flüssig- 
keiten auch für A; SS 1 

«H« — — j^M*» t;*+2'=--j^t'*, Wk^i=s^^Jwk 15) 

Speziell iu Bereichen von der Ordnungszahl k ist daher 
mit Rücksicht auf Satz I 

^iifc-i = 0, Jvk^i^O, Jwk^i^O 16) 

und auch 

^w* = 0, Jvk = 0, Jwk = 0 17) 

Wir beweisen nun zunächst folgenden Hilfssatz: Sind in 
allen Punkten der betrachteten Flüssigkeifcsmasse die Quirl- 
geschwindigkeiten von der Ordnungszahl », also Un^ Vn, 
in einem bestimmten Augenblicke gegeben, und ist gleich- 
zeitig die Bewegung der Flüssigkeit an den Discontinuitats- 
hfillen Yorgeschrieben, so sind für denselben Augenblick auch 
die Quirlgeschwindigkeiten (n — l)ter Ordnung iin-i, Vn~u 
Wn-i überall eindeutig bestimmt. (Via.) 

Zunächst ist klar, dass auch überall die Quirlintensitäten 
(n + l)ter Ordnung, die ja aus jenen nter Ordnung durch 
eindeutige Diiferenzation hervorgehen, gegeben sind. Nun 
ist nach Gleichung 15) 

Jun-i^ — 4w«4.i, Jvn-i = — ^Vn^u ^«'n-i — — 4m;„4.i ; 18) 

gäbe es noch 3 andere Funktionen Uk.!, tw-i, \»»^u welche 
denselben Differentialgleichungen 

= — 4w»+i, etc. 18a) 

genügten, so ^^n u^i — , v^-i — b»-! , »»-i — »b-i 
drei neue Funktionen, welche — wie sich durch Subtraktion 
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der Gleichung 18) und 18 a) ergibt — in der ganzen be- 
farachteten Flüssigkeit die Laplace^schen Differentialgleich- 
ungen befriedigen nnd an den DiacontinQitätshfilien, sowie 
im Unendlichen Terachwinden. Die — zufolge des Dirichlet** 
sehen Principee einnge — Lösung hief&r ist 

Es sind demnach die Quirlgesoliwiiuiigkeiten (n — l)ier 
Ordnun;^ und, da sich dieses Beweibverfahifn beliebig oft 
wiederholen lässt, auch jene von beliebig anderer Ordnungs- 
zahl, demnach die gesammte Bewegung der Flüssigkeit ein- 
deutig bestimmt. 

Sind nun nicht in der gansen Flüssigkeit, sondern bloss 
an den charakteristischen Stellen die Grossen ti^, vi,, tvn ge- 
geben, so lässt sich dieser Fall immer auf den durch den 
Hilfssatz ])räcisirten Fall zurück führen. Denn sei et wa Bk 
derjenige Bereich, der unter allen Bereichen JRi bis Rk die 
höchste Ordnungssahi k hat, so bilden wir, wenn n < ist, 
aus den Qrössen i4, durch fortgesetctes Differenxiren 

nach dem Schema der Gleichung 7) die Grössen 

Vi^u Wki^l 1^«)) 

Da nun die Quirlgeschwindigkeiten (k-\- l)ter Ordnung 
in der ganzen Flüssigkeitsmasse, mit Ausschluss der chiirak- 
teristischen Schichten, verscliwinden, in diesen letzteren aber 
die gegebenen Werthe 19) haben, so darf man sie in der 
gesammten Fltissigkeitsmasse als gegeben betrachten. 

Ist aber ii>ä;, dann sind ohnehin schon die Grössen 

i?„, tVn in allen Bereichen Iii bis Rk gleich Null, also 
gleichfalls in der gesammten betrachteten FlüLssigkeitsmasse 
gegeben. 

10. Ein .specieller Fall des vorigen Satzes ist der fol- 
gende: Sind in einem Augenblicke die Geschwindigkeiten 

u'u t4}{ in allen charakteristischen Schichten sowie an den 
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Discontinuitätshüllen gegeben, so sind für denselben Augen- 
blick die Geschwindigkeiten Wi, viy W\ überall eindeutig be- 
stimmt. Es sollen hier die drei letzteren Grössen aus den 
drei ersteren berechnet werden. 

Es sei wieder Bk jener Quirlbereioh, der die höchste 
Ordnungszahl k besitzt. Die auf die Zahl Ic zunächst fol- 
gende ungerude Zahl liezeichnen wir mit 2 i -f- 1; sie ist — 
unabhängig davon ob A' selbst eine gerade oder ungerade 
Zahl ist — jedeufalls durch die Formel gegeben 

2»+I = Ä+|-i(-l)», 

worauä folgt 

20) 

Durch i-malige Anwendung der z/-Operation auf die ge- 
gebenen Funktionen lii, V\y W\ erhält man gemäss Formel 15) 

— wenn wir uns für die i-malige Anwendung der gedachten 
Operation des Symboles ^* bedienen — 

^tti=(-4ywi+i, z/'t;l==:(-4)'t;2.+i, z^'u;! = (-4)'t(;2H-i 21) 

Gbnz ebenso wfirde man durch i-malige Anwendung der 
ii- Operation auf die zu suchenden Funktionen u^, v^, 

erhalten 

J*Ui^{— 4)' 1*2*4.1 etc. 21a) 

Nun sind aber die GrOssen ?/2i+i und tt^i+i nicht nur 

in den charakteristischen Schichten, sondern auch in allen 
Quirl])ereichen B\ bis Rh einander gleich, weil sie daselbst 

— wiegen 2 i -f- 1 > ä: — überall verschwinden. Also erhält 
man die Differentialgleichungen 

J*ui^j*vi, J'vi^J'vU J*wi==^wi 22) 

Die Yollstötidigen Integrale dieser DifferentialgleichuDgeii 
lauten: 
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_ 1 ff Cdx.dynlei f f f r/.tv_i r/y, _ , (/^ , 

f f Cdxidy-idz^ f f fr^iCi c?yi rfjfi * i ^ cGda 
JJJ ^2,8 JJJ ri2 ^ dyj fd,' 

f f rdx2 dyi dzz f f f f/:Ci fZ-^j ' i f^/r/o 
JJJ rs;s JJJ ri,s (2#J fii« ' 

Hiebei ist 

* 

und 



Alle drei fachen Integrale «Ind öbcr die gesf^mmtc be- 
tnehlete FlasBigkeitamaflae m erstreeken, daa einlaehe Int^ral 

JG de 
aber aber die Oberfläche derselben, sowie über aile 

Dncontmti-tfötabllllen, 

G L4t eine willVflrliche Fnnkticm, die na hestimmt werden 
mn«H. diWH die Au8werthiing der Gesammtin tegrale für alle 
inkte dieser Oberflachen die an denselben vorgesehriebeaeii 
Wccthe TOn «j, v^, ergibt 

Befanholtx hat in .meiner Eingangs erwähnten Ab> 

haniilun-jT "iher die Wirhpihewf»nriingf eine interessant« Ana- 
logie eutwickeit, die awiöcheu dieser Art hydrodynamischer 
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Bewegung und den elektrodynamischen Erscheinungen be- 
steht. Die Gleichungen 23) lehren, dass mau eine un- 
endliche Mannigfaltigkeit solcher Analogieen an- 
geben kann. Bevor wir anf dieselben mit einigen Worten 
eingeben, wollen wir noch den Begriff der .Wirbellinie* 
Terallgemeinem. 

11. Wir verstehen unter einer „(Juirllinie 7i:ter Ordnung* 
eine Gurve, welche der Differentialgleichung genügt 

äx : dy : da ^ ttki VkiWk, 25) 

und unter einem „Quirlfaden" einen nnemllich dünnen Faden, 
welcher aus der Flüssigkeit ausgeschnitten wird, wenn man 
durch alle Punkte des Umfanges einer unendlich kleinen 
Fläche die Quirllinien zieht. Auch erinnern wir uns wieder, 
dass wir es mit Stromlinien, bezw. -Fäden zu tbun haben, 
wenn k ungerade ist, dagegen mit Wirbellinien bezw. -Fäden, 
wenn k gerade ist. 

Durch Anwendung des Ureenscheu Satzes auf die 
Gleichung 10) erhalten wir 

fvudq^O 26) 

Hiebei bezeichnet Vk die normal zum Oberfiächenelemente 
dq geschätzte Gomponente der Quirlgeschwindigkeit JcieT Ord- 
nung. Wir nennen die Gleichung 26) die allgemeine Con- 
tinuität^leicbung der Quirlbewegungen; sie lehrt, dass kein 
Quirlfaden beliebiger Ordnungszahl inmitten der 
Flüssigkeit enden kann und dass für einen und den- 
selben Quirl faden das Produkt aus seinem Querschnitt 
und der Quirlgeschwindigkeit 

«pjk . d g B t'k s constans 27) 

für seine ganze Erstreckuug einen constanten Werth 
behalten muss. 

12. Um uns nun die erwähnte unendliche Mannigfaltig- 
keit der elektrodynamischen Analogieen an einem Bei^iele 
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zu verainiiliclieD, wollen wir annehmen, es eei ein ans der 
betrachteten Flfi&sigkeitsmaase heransgetheilter zwei&ch zu- 
sammenhängender Raum mit lauter Quirlfäden Zrter Ordnung 

so erfüllt, dass er einen Quirlbereich lik (im Sinne des Ar- 
tikels 4) darstelle. Gemäss Artikel 7 und 8 muss dieser 
Quirlbereich zunächst von einer charakteristischen Schicht 8 
umgeben sein, yon welcher wir annehmen wollen, dass ihre 
Dicke sehr klein gegenfiber den Dimensionen des Bereiches 
Bk ist Die ganze fibrige betrachtete Fltlssigkeitsmasse soll 
ein Bereich Ek^i von der nächstniederen Ordnungszahl sein. 
Bezeichnen wieder w*, f^, Wk <lie (^uirlgeschwindigkeiten im 
Bereiche 74 und ii'k^ v'k, iv'k di^;.selben Grössen in der charak- 
teristischen Schicht, so ist für alle Punkte der betrachteten 
Flüssigkeitsmasse (die wir zur Vereinfachung so gross vorans- 
setzen wollen, dass wir die Randbedingungen yemachlassigen 
können) 

1 CCCUkdxdyde. 1 CCCu'kdxdydg 
irJJJ r +7^JJJ r 

Das erste Int^ral ist Über den Bereich Bk zu erstrecken, 
das zweite fiber die charakteristische Schicht 5. Wir wollen 
annehmen, dass letztere so dünn &t, dass der Beitrag, den 
das zweite Integral liefert, gegenüber dem des ersten ver- 
schwindet. Dann ist 

1 CCCu,dxdyd. 
a J J J r 

W4_2 = — r C C Wkdxdyde 

Wir führen nun statt des Volumelements dxdydz das 
Produkt dq-ds ein, d. i. jenes Volum, welches ein Lärif^cn- 
element ds des C^uirlfadens vom Querscbuitte dq besitzt. 
Femer setzen wir 




* 
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Uk^Vk'O, Vk^Vk'ß, Wk'^yk'y, 

wobei vjk die resultirende Quirlgeschwindigkeit und y 

die liichtungscosinus des ds sind. 

Berücksichtigen wir endlich noch, dass diis Produkt 
Vk'dq für die ganze Erstreckung des Wirbelfadens einen 
Constanten Werth ik besitzt (Gleichung 27), so lauten die 
Gleichungen 28) jetzt 

J*»<i«*«^, Vk-i — jhäS'ß^, Wk-n'^jikds'y- 
Hieraus erhalten wir ffir tc*.] 




oder, wenn ^, Xi V Richtungsoosinus der Geraden r be- 
zeichnen, 

Ufc-i « — Jn ^ [yx — ß^} 

Der in der eckigen Klammer stehende Ausdruck ist 
gleich dem Produkte sin {ds^ r) • cos (n, x% wo n die auf ds 
und r senkrecht stehende Richtung ist; also ist 

Jikds ' siuids^r) , . , , 
^5 ^— cos(«,a?), und analog 

f ik ds sin {ds, r) . . 
Vk^i = J ^ cos(«,y), 

r ik ds sin (ds. r) , . 
Mlk-1 = J ^ ^ C08(n,Jg). 

Man kann diese Formeln so aussprechen: Jedes Element 

^5 eines <^)ui rlfadens von der Ordn nngs/.uhl h bodiiio;t 
in jedem Theilclien der K I iiss i k <• ii> ni iisse eine (,|nir I- 
geschwindigkeit von der Ordn ungszahl (ifc — 1), deren 
Grösse gleich dem Ausdrucke 
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ik ds sin (ds^ r) 

i ^ 29) 

ist, and deren Richtung ti senkrecht zu jener Ebene 
steht, die durch das Fadenelement ds und das be- 
trachtete Fllissigkeitstheilchen bestimmt ist. 

13. Es besteht also zwischen den Quirllinieii A'ter und 
{k — l)ter Ordnung genau diesellie Wechselbeziehung, die 
auch zwischen den elektrischen Stromlinien und den magne- 
tischen Kraftlinien statt hat. (Vgl. hiezu Boltzmann, Vor- 
lesungen I pag. 90.) Wäre etwa der Bereich Bk ein me- 
tallischer Leiter, innerhalb dessen das Strompotential 0k be- 
stfinde, so würde die hiedurch bedingte elektrische Strömung 
im Aussenraura eine Vertheilung der magnetischen Kralt- 
linien hervorrufen, die sich der Grösse und Richtung nach 
vollkommen mit der Vertheilung der Quirllinien {k — l)ter 
Ordnung im Bereiche Bk-i decken würde. 

Es entspricht diese Analogie genau jener, welche y.Helm- 

holtz a. a. 0. abgeleitet hat und welche man hier erhält, 
wenn man Je = 2 setzt. Für k = 3 erhält man das liydro- 
dynamische Bihl, welches Boltzmann in den Sitzungsberi(-hten 
rler bayerischen Akademie*) 1892 pag. 279 zur Maxweirschen 
Elektrodynamik in Analogie gesetzt hat. Mit Bezug auf 
diese letztere Abhandlung, welche diese Analogie insbesondere 
auch für quasielastische flifedia mechanisch ausbaut, sei 
hier die übrigens selbstverständliche Bemerkung gemacht, 
dass unsere bisherigen Betrachtungen, da sie ja rein geo- 
metrischer Natur sind und desshalb jedweder physikalischen 
Voraussetzung entbehren können, natürlich auf jedes beliebige 
continuirliche Medium anwendbar sind. 

14. Wir wollen aber sogleich eine andere wesentlich 

mechanische Analogie ableiten, welche die verwandtschaft- 



1) Abgedruckt in Wiedemann'a Annalen, Bd. 48 pag. 78. 
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liehen Beziehungen zwischen den allgemeiiienQuirlbewegungeii 
und den elektrodynamischen Phänomenen sehr enge knüpft. 

Wir gehen dabei von den Integralen der Gleichung 23) 

aus; doch machen wir auch hier wieder die vereinfachende 
Annahme, dass die betrachtete Flüssigkeitsma:sse so gross ist, 
dass wir die Oberfiächenbedingungen vernachlässigen dürfen, 
sowie dass die charakteristischen Schicliten im Vergleiche zu 
den Dimensionen der yon ihnen umhüllten Quirlbereiche so 
dünn sind, dass ihre Beitrage in die Bewegung der betrachteten 
Flüssigkeitsmasse verschwindend klein sind. Wir behandeln 
den Fall, dass in der Flüssigkeit neben Quirlbereichen be- 
liebig anderer Ordnungszahlen sich zwei Quirlbereiche Rk und 
Bit von der Ordnungszahl k vorfinden, und es sei k die 
grösste unter den vorhandenen Ordnungszahlen. 0k und 
seien die Quirlpotentiale in diesen Bereichen, n und die 
Quirlgeschwindigkeiten in denselben und Uhh beziehlich 
u'ki v'ki w'k deren Componenteu. 

Hier haben wir nun zum erstenmale zwischen den 
Strömungen und den Wirbeln höherer Ordnung zu unter- 
scheiden. Wir wollen vorerst den einfacheren Fall betrachten 
und annehmen, es sei k eine ungerade Zahl 21-1- ^* 
haben es also mit Strömungen zu thun* 

Es seien ti^, v^, die Geschwindigkeiten, welche irgend 
ein Flfissigkeitstheilchen {dx'äy-äe) haben würde, wenn 
bloss der eine Quirlbereich i2jt, und v'^ w'u jene, wenn 
bloss der zweite Quirlbereich i?^ vorhanden wäre. Die Ge- 
schwindigkeiten, die dasselbe Flüssigkeitstheilchen bei der 
Ooexistenz beider Quirlbereiche Bu und B'k hat, sind dann 
wegen der Liuearität der Gleichungen 2Ia) 

Wi + wi, Vi + viy Wi -\- w{ 30) 

Es ist noch wichtig, zu bemerken, dass die GrSssen 

«0., t'fc, t('k bei gegebener Oonfiguration der Systeme voll- 
kommen unabhängig von den Grössen Uk^ t;*, tvit sind, so dass, 
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wenn z. B. bloss der eine Quirlbereich Rk existiren würde, 
an den Stellen, wo sich der von diesen weggedachte Quirl- 
bereich jB* befindet, die Grössen v*, Wk sämmtlich gleich 
Null wären, und umgekehrt. 

15. Unter all den Voraussetzungen des vorhergehenden 
Artikels erhalten wir für «j in Anlehnung an Gleichung 23) 
das Integral 

dxi difi dZi 



1 f f f ^Z' 

* ^ J J J Ti 



31) 

dx^dij^de^ r r r dx^ dy^ dz^ Uk 



2.3 %f *y *J ^1,2 



Vm das letzte dreifache Integral in ein Linienintegral 
zu verwandeln, zerlegen wir den Quirlbereich 12^, der allen- 
falls die Form eines Ringes hat, durch einander unendlich 
nah geführte Querschnitte in unendlich viele Cylinder von 
unendlich kleiner Höhe ds. Diese Querschnitte q sollen so 
geführt werden, dass sie zur resultirenden Geschwindigkeit 
Vk überall normal stehen. Ausserdem zertheilen wir das 
ganze Bündel von Quirlfaden, welches die charakteristische 
Schicht erfüllt, in N unendlich dünne Quirlfaden so, dass 
das Produkt aus dem Querschnitt dq eines Fadens in dessen 
Quirlgeschwindigkeit Vk gleich einer für alle Fäden constanten 
Grösse pk ist 

dq » Vk = pk =^ constans. 
Dann kann man setzen 

*f tf ^ I ^ 

und es lautet die Gleichung 30): 

1 dxidijidxi 



^ dx^dy^dz^ r dSy cos {ds, x) 



C C C »^2 "j^2 " ^2 f 



32) 



2.3 

1894. Malb.-phya. Gl. 3. 19 
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Das letzte einfache Integral ist über alle Qnirlfaden 
einzeln zu erstrecken. Nimmt mau an, dass alle Quirli^iden 
nahezu parallel laufen und dass überdies der gesaramte Quer- 
schnitt des Qoirlbereichs klein ist, dann darf man N= 1 
setzen, und es braucht das Integral bloss über einen einzigen 
Stromfaden erstreckt werden, pk können wir dann passend 
die QairlintensitSt des Bereiches Rk nennen. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir noch das gesammte viel- 
fache Integral der Gleichung 32) mit Jiri so dass 

«1 — 1>* • Vi — 1?* • Jp, «?i s= • Ji 33) 

ist, wo J,f und analog zu Jx zu bilden sind. 

Ganz ebenso erhält man für die vom zweiten ()airl- 
bereich li'k bedingten Geschwindigkeiten ui, vi, wi unseres 
Fiüssigkeitstheilchens die Werthe 

Mi^piJi, v{=^PkJi, w{=^p'kJi 34) 

16. Mit Rücksicht auf 80. 33 und 34 erhält man für 
die gesammte kinetische Energie T der betrachteten Flüssig- 
keitsmasse den Ausdruck 

^ " ¥ ^* J J J ^ ^ ^ ^ ^ + ''J + -^'^ 

+ JJJ QdxdydM W + -h J;») 

Q ist die Dichte der Flüssigkeit. 

Wir bezeichnen das erste Integral mit Jiht,h^k^^ das 
zweite mit B(k^,h^h^) nnd das dritte mit so dass 

2^^*^ 2 ^* "» ^*7'*»'*9>^*^* 

und es seien h^^ h^, \ drei Coordinaten (Parameter), welche 
die geometrische Oonfiguration des Quirlbereiches Tlk bezogen 
auf seinen Schwerpunkt bestimmen, Ä^, Ä^, /ig die analogen 
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Parameter fta den sweitsn Quirlbereich und A,, A3, die 
Parameter, welche die relative Configoration der beiden Be* 
reiche zu einander bestimmen. 

Wir wollen annehmen, flass alle diese Confi<^urati()nen 
im Räume sich mit Geschwindigkeiten ändern, die klein 
gegen die Geschwindigkeiten der FlUssigkeitstheilchen sind. 
Dann liefert die Lagrange*8che Gleichung für die Kräfte 
Pitt nnd welche beziehlich die cyclischen Coordi- 
naien pk, p'k und den beliebig gewählten Parameter ^ zu 
beschleunigen streben, die Werthe 

(l 

■P* = ^ U(*i, Afc *j) J?* + *«, Ab) Pk) 



et 



37) 



17. Gleichungen von ganz derselben Form erhält man 
auch, wenn man annimmt, dass die Ordnungszahl k gerade 
ist, in welchem Falle man es mit Wirbeln höherer Ordnung 
ZQ thun hat. Doch haben dann die Parameterfunktionen 
jB, C eine etwas andere Bedeutung, Ton der sogleich die 
Bede sein wird. Vergleicht man die Gleichungen 87) mit 
den Gleichungen 12) in Boltzmann's Vorlesungen über Max^y 
welTs Tiieorie I, pag. 24, so sieht man, dass zwei (}uirl- 
bereiche gleicher, im Uebrigen aber beliebiger Ord- 
nungszahl ganz analoge ponderomotorische und lu- 
ductionswirkungen aufeinander ausfiben, wie elek- 
trische Ströme. Dieses Resultat ist an sich so wenig 
wunderbar, dass es sogar als ganz selbstversl&ndliches Postulat 
der Maxweirschen Theorie erscheint, wenn wir diese in der 
Allgemeinheit auffassen, in der sie in den wiederholt citirten 
y Vorlesungen" dargestellt worden ist. 

19* 
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18. Es besteht aber in Bezug auf den Ricbtungssinn, 
in welchem diese ponderomotoriecheii und IndakHonswir- 
kungen erfolgen, einebemerkenswerthe Differenzimng zwischen 
den Qairlbewegungen von gerader nnd jenen von ungerader 

Ordnungszahl. Man gelangt zu derselben durch eine Discussion 
der Paraiueterfunktionen 2?, C. Wir wollen diese oben 
mit dem Index s verst lien , wenn sie sich auf Quirlbereiche 
mit ungerader Ordnungszahl (Strömungen) beziehen, dagegen 
mit dem Index Wy wenn sie sich auf solche mit gerader 
Ordnungszahl (Wirbeln) beziehen. Nach den Festsetzungen 
der ArtUcei 15 nnd 16 haben die Ä% B*^ 0* folgende 

Werthe: 



O'^fffadxdyde (J^J"» + J^J^ + J^J^) . 
Hiebe! hat J» den Werth 



Die Grössen Jy und erhält man, wenn man im 
letzten einfachen Integral statt cos (ds^ x) beziehlich cos 
(ds, y) nnd cos (d$^ e) setzt, und die Grossen Ji er- 

hält man, wenn man das einfache Integral beziehlich 
Uber alle Qnirlfäden im Bereiche JK erstreckt. Der Index i 

hat den Zahlenwerth — ■= — • 

Für die Parameterfunktionen A\ O aber erhält 
man folgende Werthe: 



^' dx du dß + + JJ) 
B'^fffQ dx dy dB 4- + /;2) 



38) 




39) 
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40) 



*^V3j? aa;/Va^ dxJ~^\3x dy)\dx dyji 

Die Grössen Z^, J«, Ji, JJ, Jg haben auch hier noch 

die in Gleichung 39) gegebene Bedeutung; doch ist liier 
k 

zu setzen. 

19, Wir wollen die Grössen B die Selbstinductions- 
coefficienten der beiden Quirlbereiche und die Grösse C den 
wechselseitigen Indncfcionsooefiicienten derselben nennen. Man 
kann dann die Indnctionsgesetze so aussprechen, dass sie all- 
gemein fär beliebige Quirlföden gerader und ungerader 
Ordnungszahl gelten. Man sagt dann z. B.: «Wird die 
relative oreometrische Confi<^uration der beiden (^uirlfäden 
so geändert, dass dadurch der wechselseitige Indiictions- 
coefficient vergrüssert wird, so erregen die Quirlläden in 
einander Quirlbewegungen, welche den erregenden entgegen- 
gesetzt gerichtet sind." Aehnliches gilt für das Gesetz der 
ponderomotorischen Kräfte. Würde man aber diese Sätze 
speziell so aussprechen: .Nähert man zwei geradlinige 
parallele Quirlfaden, so erregen sie in einander etc.* oder «zwei 
geradlinige parallele und gleichgerichtete Qnirlföden ziehen 
einander an*", so wären sie in dieser Form nur für Quirlfäden 
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mit iiiif^erader Ordnungszahl unbedingt zutreffend; überhaupt 
gebührt den letzteren auch noch in anderer Hinsicht der 
Vorzug, wenn man sich darüber entscheiden will, welche 
Art der Qnirlbewegangen man den elektrischen Strömen zu- 
ordnen soll; auf einen hieher gehörigen Punkt hat schon 
Boltzmann^) anfinerksam gemacht; man kann die daselbst 
angewandte Betrachtuntrsweise leicht auf die Quirl jeder 
))eli('l)i<j^en geraden Ordnungszahl verallj^emeinern. Aber 
gerade die Discussion der rarameterfunktionen J.', 2?', 
und ^% lie.^se sogar auch noch unter den Quirl- 

bewegungen ungerader Ordnungszahl eine spezielle Vorzugs- 
wahl treffen. Die letzten Gonsequenzen, zu denen man dann 
gelangen würde, kann man aber auch noch auf einem anderen 
direkteren Wege erreichen. In einer Abhandlung über die 
Grund gleiehungen der Elektrodynamik für rasch veränder- 
liche Parameter, welche gleichzeitig mit der vorliegenden au 
anderer Stelle zum Drucke gelangt, findet sich einiges hierüber. 

20. Hier sei noch folgendes bemerkt: Unsere Analogieen 
bleiben auch dann noch bestehen, wenn wir unter Wj, to,, 
nicht die Geschwindigkeiten eines Mediumtheilchens, 
sondern die einfachen Verschiebungen eines solchen, unter 
«t, t^, aber Grössen Terstehen, welche aus jenen durch 
jt malige Anwendung der Ourl-Operation hervorgehen, nur 
bedarf es hiezu der Annahme, dass die durch diese Ver- 
schiebungen in das Medium gespeicherte (hier potentielle) 
Energie wiederum dem Ausdrucke i/? ^ i "h proportional 
ist. Auch sei besonders noch betont, dass alle unsere Aus- 
sagen ihren physikalischen Sinn in voller Strenge nur dann 
bewahren, wenn wir uns vorstellen, dass alle inneren Kräfte 
des Mediums stets durch willkürlich hinzugefGigte langsam 
yeranderliche äussere Kräfte paralysirt werden. 

Es mögen hier noch 2 Sätse Platz finden, welche wir 



1) Wiedem. Aon. Üd. 48, 1893, p. 95. 
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als die mechanischen Bilder der beiden Hertz*scheu Gieichungs- 
sjsteme betrachten können: 

a) Sind die Qairllinien (ft + l)ter Ordnung elektrische 
Stromlinien, so sind die Quirllinien hier Ordnung ma- 
gnetische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des »zwei- 
ten* Hertz'schen Gleichungssystems.) 

b) Sind die Quirllinien Ärter Ordnung magnetische 
Stromlinien, so sind die Quirllinien (k — l)ter Ordnung 
elektrische Kraftlinien. (Mechanisches Bild des 
«ersten'' Hertzschen Qleichungssystems.) 

Der Begriff des magnetischen Stromes ist dabei natürh'ch 
nicht im vulgären elektrotechnischen Sinne zu verstehen, 
sondern in jener Auffassung, in welcher er zuerst wohl von 
Hertz (1884) gebraucht und später vornehmlich von Heaviside 
in die Theorie eingebürgert worden ist. 

Der Satz a) gilt — sofern man der Ampöre^schen An- 
sicht vom Wesen des Magnetismus beipflichtet — immer auch 
umgekehrt, der Satz b) dies aber nur dann, wenn das elektro- 
magnetische Feld frei von elektrostatischer Ladung ist. 

Die beiden Sätze a) und b) umfassen — im wohlver- 
standenen bildlich-mechanischen Sinne — das gesaninite Lehr- 
gebäude der Maxweirschen Theorie der Elektrodynamik des 
freien Aethers. 

München, mathem.-physik. Institut d. Universität. 
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Sitzung vom 7. Juli 1894. 

1. Herr Gustav Bauer hält einen Vortrag: , Bemer- 
kungen über zahlentheoretische Eigenschaften der 
Legendre'schen Polynome*. 

2. Herr Gustay Baüeb le^^ eine Abhandlung des Privai- 

dozenten Dr. Ludwig Maurer iii Stnussburg: „zur Theorie 
der eontinuirlicben, homogenen und linearen 
Gruppen" vor. 

3. Herr Ad. y. Baeteb theilfc die Reimltaie seiner neueren 
üntenmehungen «Ober das EümmelÖl' mit. Dieselben 
werden an einem anderen Orte veröffentlicht werden. 
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Zur Theorie der continuirliclieii, homogenen und 

linearen Gruppen. 



Die folgende Untersuchung schliesst sich an die Ab- 
handlung von mir an, die der Akademie im Jahre 1888 
vorgelegen ist. ^) Es sei gestattet zunächst in Kürze an den 
Inhalt derselben zu erinnern. 

Den Ausgangspunkt bildet die Aufgabe, die umfassendste 
continuirliche Gruppe linearer homogener Substitutionen zu 
bestimmen, die eine rationale und hoin()<;ene Function /" der 
Variabein sich selbst trarisfonnirt. Ist diese 

Gruppe gerade ni-gliedrig, so genügt f einem System von m 
Differentialgleichungen der Form 



Diese DiflTerentialgleichungen sind von einander linear 
unabhängig, d. h. ihre CoefEcieuten genügen keiner Kelatiou 
der Form 



Damit ist nicht ausgeschlossen, dass nicht eine der 
Differentialgleichungen (/} eine Folge der übrigen ist. 

1) lieber allgemeinere Invariantensysteme. Ich citire diese Ab- 
handlung im Folgenden kurz mit Inv. 



Von L. Maurer in Strawborg. 
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Die Coefticienten der Ditierentialgleichuugeu (y) genügen 
Gleichungen der Form 

A, = 1 , 2, . . w /, /i: = 1, 2, . . w 
Man kann dieselben auch in der symbolischen bVm 

m 

Ci (/)- Ci(f) = S ''i^^^t/) 

darstellen. 

Die Coefficienten der allgemeinen Substitution der Gruppe, 
die f in sich selbst tfansformirt, sind als Funktionen von 
m Parametern . . . «m definirt durch die Differential- 
gleichungen 

W -äTT — 2j 2J ^^iv '^vAi t = l,2,..m 

und die Anfangsbedingung, dass einem bestimmten Werth- 

systeiu der Parameter — den Ant'ungswerthen — die 
identische Substitution entspricht. 

Die Funktionen Ff der Parameter unterliegen der 
Bedingung, dass ihre Determinante nicht identisch ver- 
schwindet und dass sie insbesondere nicht für die Anfangs- 
werthe der Parameter gleich Null ist 

Die angegebenen Bedingungen reichen — wie aus der 

allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht — aus, damit 
das m>fach unendliche äubstitutionensysteoi 

VX'^^HpiM) »fi A=l,2,.. n 

eine Gruppe bildet. Damit aber diese Gruppe die um- 
fassendste Gruppe ist, die eine rationale Funktion in sich 
selbst transformirt, müssen noch weitere Bedingungen er- 
ftmt sein. 
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Die Aufstellung dieser Bedingunf^en führt zu einer Blin- 
theilung der «iofinitesimaleii Transformationen" der Form 

Xszl /Assi *' 

in verschiedene Arten. 

Nehmen wir an, die za Ö(f) gehörige charakteristische 
Determinante 

verschwinde nur für i> = 0, dann bezeichne ich C (J) als 
regulär von der eisten Art. 

Nehmen wir zweitens an, ^(p) yerschwinde nur fttr 
ganzzahlige Werthe Yon p und es verschwinden für eine 

7i- fache Wurzel auch alle ünterdetermiuanten « — Ä+ I.Grades 

des Systems 

dann bezeichne ich 0(f) als regulär von der zweiten Art. 
In allen anderen Fällen heisst C(f) irregulär. Diese Be- 
zeichnungen werden auch auf das Goefficientensjstem C;,^ 
angewandt. Ist C (f) irregulär, so kann iiiiin iinnier eine 
Anzahl regulärer infinitesimaler Transformationen 

derart bestimmen^) dass 

Von diesen int. Transformationen ist die erste von der 
ersten Art, alle Übrigen sind Ton der zweiten Art. 

1) Das Symbol hat den Werth 1 oder 0, je nachdem X 

und fi gleich oder ungleich sind. 

2) Inv. S. 123. 
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Die Zerlegung von C (f) in reguläre inf. Transformationen 

ist im wesentlichen vollkommen bestimmt, d. h. eine Unbe- 
stimmtheit tritt nur insoferne ein, als eine jede der inf. Trans- 
formationen K^{f) K^if) Kß (f) durch einen Ausdruck 
der Form 

flt, (/) + ö, (/)..+«/? 5> 00 

mit ganzzahligen Goefficienten a, . . ersetzt werden kann. 

Die oben erwähnten weiteren Bedingungen, denen unsere 

Gruppe genügen muss, lauten nun: 

Kommt unter den inf. Transformationen der Gruppe 
eine irreguläre Transformation Gif) vor, so gehören der 
Gruppe auch alle die regulären Transformationen iC(/) K^(f),, 
^ß(f) ftQi in die G{f) zerlegt werden kann. 

Daraus folgt sofort: 

Unsere ?;?-<j;lie(lri<;e Giup])e enthält wi linear unabhängige 
reguläre inf. Transformationen. 

Sind die angegebenen Bedioguugeu erfüllt, so kann man 
die Substitutionscoefhcienten a^^ als rationale Funktionen 
▼on m Parametern darstellen und daraus folgt 

dann die Existenz rationaler Funktionen — der InTarianten 
der Gruppe — die durch die Gruppe in sich selbst trans- 
formirt werden. 

Zu dieser rationalen Darstellung der Substitutionscoefti- 
cienten gelangt man auf folgende Art: 

Man wähle m linear unabhängige inf. Transformationen 
^1 (/) ^1 (f) • • (/) der Art aus, dass eine jede derselben 
regulär ist. 

Die infinitesimale Transformation Ci{f) , erzeugt* eine 

eingliedrige Gruppe 7?, (?<,). Ist die inf. Transformation 

CiiJ) von der ersten Art, so sind die Coefficienten der 

allgemeinen Substitution der Gruppe Biitikd durch die Dif- 
ferentialgleichungen 
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and die Anfangsbedingung 6]^ » ffilr «s 0 bestimmt 

Die 6r5s8en sind in diesem Fall ganze Fonktionen 

von w,'. 

Ist dagegen die inf. Transformatioa C, (/) von der 

zweiten Art, so sind die Subsütutionscoef&cienten durch 
die Differentialgleicbungen 

dbf *• 

^■JT^'^l^^Tr'rf. A,/4=:l,2,.. II 

und die Anfangsbedingung h^ji^ = für u,- = 1 bestimmt. 

In diesem Fall sind die Sabstitationscoelficienten wenigstens 
rationale Funktionen des Parameters Ui. 

Setzt man nun die m eingliedrigen Gruppen Bi{ui) zu 
einer m-giiedrigen Gruppe 

znsamnieii, so ist klar, dass die Coefficienten der allgemeinen 
Substitution dieser (Irujjpe A sich als rationale Funktionen 
der 771 Parameter Mj Wg . . m„, ergeben, und zwar gilt dies, 
wie auch immer die m inf. Transformationen C, (/) im 
übrigen gewählt sein mögen, wenn nur eine jede derselben 
regnlar ist. 

Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe A 

n n 

zusammen, so erhält man dem Qruppenbeghif gemäss wieder 
eine Substitution der Gruppe. 

Es muss also möglich sein m Funktionen W| 10, . . Wm der 
Grossen fi^ ti, . . ««; v^v^. , Vm der Art zu bestimmen, dass 
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n 

((w)) =s (W) V ((«)) /* = 1, 2, . . « 

Die Grossen w sind im allgemeinen algebraische Funk- 
tionen der Grössen n und i', weil ja die Substitution.s- 
coefHcienten rationale Funktionen der Parameter sind. Aber 
es gilt der Satz: 

Man kann die m in f. Transformationen d (/), von deren 
Wahl die Wahl des Parametersystems abhSngig gemacht 
worden ist, so wählen, dass die Grossen w rationale 
Fanktionen der Grössen ti und v werden. 

Der Ratz ist für die allgemeine Theorie der continuir- 
lichen Gruppen insofern von Bedeutung, als er für eine sehr 
ausgedehnte Classe von Gruppentypen die Existenz einfach 
transitiver rationaler Gruppen nachweist. Es ist aber anch 
vom invariantentheoretisehen Gesichtspunkt von Interesse, 
worauf aber hier nicht näher eingegangen werden soll. 

Im Folgenden erlaube ich mir einen Beweis dieses Satzes 
vorznlegen. 

Der Beweis wird in der Weise geführt, dass nachge- 
wiesen wird: bei piissender Wahl der inf. TransformatioiuMi 
d (/) ergeben sich nicht nur die Coefticienteu der allge- 
meinen Substitution der Gruppe als rationale Funktionen 
der Parameter, sondern es sind auch umgekehrt die Para- 
meter rational durch die Substitutionscoefificienten bestimmt. 
Ist dies bewiesen, so ist klar, dass von den vorhin besprochenen 
drei Grossensystemen u\ t;; w ein jedes durch die beiden 
anderen rational bestimmt ist. 

Für den Beweis ist es zweckmässig die hier in Betracht 
kommenden Gruppen in drei Cliissen einzutlieilen. In die 
erste Classe rechnen wir die Gruppen, deren inf. Trans- 
formationen s'ammtlich regulär von der ersten Art sind; in 
die zweite Classe die Gruppen, deren inf. Transformationen 
sämmtiich regulär von der zweiten Art sind; in die dritte 
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Claase endlich die Gruppen, die sowohl reguläre inf. Trans- 
formationen erster Art als anch solche zweiter Art enthalten. 
Jede dieser Glassen muss für sich betrachtet werden. 

L 

Die im Vorausgehenden ausgesprochenen Sfttsee kann 
man lefeht von einer nnnothigen, ihnen anhaftenden Be* 
schriiukung frei machen. 

Diese Sätze beziehen sich nämlich zunächst nur auf solche 
Gruppen, für die Invarianten existiren, die also nach der 
Lie'scheu Terminologie intransitiv sind. Damit Invarianten 
^nftreten, ist erforderlich, dass die Differentialgleichungen (y) 
wenigstens eine Losung zulassen, dass also die Anzahl der 
untereinander unabhängigen Differentialgleichungen kleiner 
als n ist. 

Halten wir an der Voraussetzung fest, dass die Gleichungen 
tt 

= S ^A/* ((")) A = 1, 2, . . « 

eine m^gliedrige Gruppe definiren, lassen aber die Voraus- 
setzung, dass für diese Gruppen Invarianten existiren, fallen 
und machen wir statt dessen die Voraussetzung, die Gruppe 
sei durch algebraische Relationen zwischen den Snbstitntions- 

coefHcienten delinirt. Derartige Gruppen sollen im Folgenden 
als re<;uläre Grup])en bezeichnet werden. 

Die iSubstitutionscoefhcienten a^^ genügen — wie aus der 

allgemeinen Theorie des H. Lie hervorgeht — einem System 
von Differentialgleichungen der Form (o) und den zuge- 
hörigen Anfangsbedingungen. 

Wir betrachten nun ein System von q cogredienten 
Substitutionen 
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und wahleD die Zahl 9 so gross, dass qn^m iat Alsdann 

bat das System der Differentialgleichungen 

qn — m unabhängige Lösungen und jede Lösung ist gegen- 
über der Gruppe (ß) invariant. Da aber die Gruppe (ß) 
durch algebraische Relationen zwischen den Substitutions- 
coefficienten definirt ist, so gibt es rationale Invarianten der 
Gruppe^) und zwar sind damnter qn — m untereinander 
unabhängige. 

Den Differentialgleichungen 5, (/*) =«* 0 kommt also ein 
vollständiges System rationaler Lösungen zn. Es finden 
somit die in der Einleitung angegebenen Sätze auf die Gruppe 
{ß) Anwendung. 

Nun überzeugt man sich leicht, dass die inf. Trans- 
formation Si(f) regulär oder irregulär ist, je nachdem die 
inf. Transformation Ci(f) regulär oder irregulär ist. Es 
gilt somit der Satz: 

Findet sich unter den inf. Transfoniiationen , die zu 
einer regulären Gruppe gehören, eine irreguläre Truiisformation 
^0 gehören alle die regulären Transformationen, in 
die C {f) zerlegt werden kann, der Gruppe an. 

n. 

Um später den Gang der Untersuchung nicht unter- 
brechen zu müssen, schicke ich einige Hülfssätze aus der 
Theorie der bilinearen Formen voraus. 

Wir stellen uns zunächst die folgende Frage: es seien 
Grössen e^^ gegeben, unter welchen Bedingungen gibt es 

1) Christoffsl Math. Aanalen Bd. 19 8. 880. 
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dann n'* Grössen c^, die nicht alle gleich Null sind und die 
den Gleichnngen 

N 

Ich behaupte, ein derartiges System c^^^ kann nnr exi- 
stiren, wenn die Grösse gleich der Differenz zweier der 

Werthe r ist, für die die charakteristische Determinante 

^ (r) as I — r\ il, /4 CS 1, 2, . . n verschwindet 

Den Beweis fahren wir indirect: wir nehmen an, (a sei 
nicht gleich der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung 
^/(r)==0, und beweisen, dass dann alle Grössen Cj[^ 
verschwinden müssen. 

Die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
^ (r) » 0 bezeichnen wir mit * - ^^"^ Exponenten 
der zum Wurzelfaktor rf r gehörigen üUementartheiler mit 

*i« «?>..«»). 

Wie ich in meiner Inauguraldissertation ^) nachgewiesen 
habe, lassen sich Grössen lghk]/t mit nicht verschwinden- 
der Determinante so bestimmen, dass 

M 

Nun folgt aus den Gleichungen (a) 
i] f S c,; [l h - (r» + 6,) 2] tl » f 1 

i = l,2, ..n 

Weil nach Voraussetzung die Determinante ^ {r) für 
r = rk-\' (Jii nicht verschwindet, so folgt hieraus 

1) Zar Theorie der Uoeareu Substitutionen, Strassburg 18S7. 
18M. Ibtti.-ph7i. d. a 20 



^=1,2,. 


. n 


^«2,3,. 


• 


A»0, 1,. 




Ä-1,2,. 


. II 
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n 

^cj[^l^hfi]t==0 für A=l,2,..fi 
Nun folgt aus (a) weiter 

^ 0», (i^ o;^ [2 * = (n + «) 23 oiß [2 * Ml. 

und hieraus ergibt sich 

w 

Diese Sehlussweise fortsetaeend erkennt man, dose 

n 

2]c^;*l>Äiul = 0 für A=l,2,..fi 

und alle n Werthsysteme der ludices k. 

Da die Determinante der Grossen [ßhfi]k nicht ver^ 
schwindet, so folgt hieraus 0 fttr X, /i s 1, 2, . . n, 

w. z. b. w. 

Ans dem eben Bewiesenen folgt der 

1. Hülfssatz: 

Ist das System der ri^ Grössen Cji^ regulär ?on der ersten 
Art, 80 können die Gleichungen 

tt 

2] (^ir Cy'f, - ci^ c^f,)'^^ci^ A, ^4 « 1, 2, . . n 

nur dann bestehen, wenn entweder OJ oder alle Grössen 
^X/A gleich Null sind. 

Denn in diesem Fall verschwindet die charakteristische 
Determinante J (r) nur für rsQ. 

Man kann das Gleichungssystem (a) in bekannter Weise 
durch die symbolische Gleichung 



\ 
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CG' — C C^toC' 

leprSsentireii. Ans dieser symbolischen Gleichung ergibt sich: 

CG"^ — (T^C = (CC-C'C) C' + C (CC- CG) « 2w (T» 
CG'^ ^C'iC= (GG"^ — C) er + {GC — C C) = 3 tu C'» 
nnd allgemein CC* — C'*C = * w C/* 

Wühlt man die Zahl h so gross , dass h co nicht gleich 
der Differenz zweier Wurzeln der Gleichung J (r) = 0 ist, 
was offenbar immer möglieh ist, wenn oi von Null verschieden 
ist — so mfissen alle Elemente des durch das Symbol 
repräsentirten Systems yerschwinden. Das ist aber nur 
möglich, wenn die zu dem System c/'fi gehörige charakteristi- 
sche Determinante ^' (r) für keinen von Null verschiedenen 
Werth von r verschwindet, d. h. wenn das System der 
Grössen ei^ regulär von der ersten Art ist 

Es gilt somit der 

2. Hfilfssatz: 

Bestehen die Gleichungen 

H 

]2 (^A,. — == ^ = l,2,..n 

V = l 

und ist die Constante o» von Null verschieden, so ist das System 
der n* Grössen e/^ regnl&r von der ersten Art. 

Die heiden ersten Hillfssiitze haben sich auf reguläre 
Systeme erster Art bezogen, di«' beiden folgenden beziehen 
sich auf reguläre Systeme zweiter Art. 

3. Hülfssatz: 

Wenn die charakteristische Determinante 

nur Mementartheiler erster Ordnung besitzt, so können die 
Gleichungen 

20* 
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n 

2j ^'äv - ^vt^) "=^^^111 

Ä,/i = l,2,..n 

S ^<^Xv <^:ii - «r/i) = + 

nur dann bestehen, wenn alle Grössen gleich Null sind. 

Bezeichnen wir die Wurzeln der ( ileichun^^ ^ (/•) = 0, 
unter denen beliebig viele einander gleiche vorkommen können, 
mit . . r«. Aus unserer Voraussetzung folgt: es gibt 

zwei Systeme von je n* Grössen df^ und 6^f^ (a, A = 1, 2 . . n) 

mit nicht verschwindender Determinante, die den folgenden 
Gleichungen genügen: 



il,a«5l,2, ..n 



M 


/* 










M 






/*=1 







Mit Hülfe dieser Gleichungen leitet man aus dem ?or- 

gelegten Gleichungssjstem das Folgende ab: 



(r, - r. - «) D 2: dl^' d^"' = 0 

^,cr=:l, 2,,.« 

Die erste Gleichung zeigt, dass der Ausdruck 

X II 

verschwindet, wenn — r^ — w von Null Terschieden ist 

Die zweite Gleichung zeigt, dass dieser Ausdruck auch dann 
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yerscbwindet, wenn — — w = 0 ist. Der genannte Aus- 
druck Terschwindet ako in allen Fällen und daraus folgt 
CjjJ, =B 0 ftr A, /I = If 2, . . n, w. z. b. w. 

4. Halfssatz: 
Eb seien m Systeme von je Grössen Torgelegt: 

Wir setzen voraus, die zu einem jeden Systeme gehörige 
charakteristische Determinante ^iir) habe nur Elementar- 
theiler erster Ordnung, und wir setzen weiter Torans, zwischen 
den Elementen von je zwei Grössensystemen bestehen die 
Gleichungen 

Dann kann man ein System Ton Grössen df^ mit 
nicht verschwindender Determinante derart bestimmen, dass 

-r, d, ♦ = 1,2,.. m 

Die n Grössen r^f^,. sind die Wurzeln der Gleichung 

Ji(r) = 0, also ganze Zahlen, wenn das System der cf^ re- 
gulär von der zweiten Art ist. 

Dass der eben ausgesprochene Satz gilt, wenn nur ein 
Gröesensystem cjj^ Torgelegt ist, ist bekannt. Um seine all- 
gemeine Gfiltigkeit darzuthun, wollen wir annehmen, er gelte, 

solange die Anzahl der vorgelegten Grössensystenie kleiner 
als m ist, und beweisen, dass er dann auch noch für ni (in")ssen- 
systeme gilt. Wir nehmen also an, es gebe ein Grösseu- 

system t^^^ mit nicht Terschwindender Determinante, das den 

Gleichungen 
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genügt. Weil nach VoraassetKung die Determinante der 

nicht verschwindet, so kann man die Gleichungen ansetzen 

(«) i 'ir' = i 'i"' X,a=l,2,..n 

Nach dem bekannten Theorem des H. Weinstrass stimmeo 
die charakteristischen Determinanten. 

in ihren Elementartheilern überein. 

Nun folgt ans den Gleichungen, von denen wir ausge- 
gangen sind bei Benützung der Gleichungen (T) und (a) 

11=1 9=1 Vs\ 

(F, X s 1, 2, . . «i; t = 1, 2, . . m — I 

und hieraus ergibt «ich = 0, wenn nicht 
rJ*«rS> für » = 1,2,. .»-l 

Ist nun für keinen Index V^X gleichzeitig r||^ = ri'^ 
für i = 1, 2, . . m — 1, so ist • 



m 



und wir genügen den zu beweisenden Gleichungen, wenn wir 
= t^p und rf"^ = an setzen. 

Nehmen wir nunmehr an, es sei 

r{« = ri'*..=rP t = 1, 2, . . m - 1 

dagegen sei für keinen Index h gleichzeitig 



V 
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rj? — ri*^ t«l,2,..i»-.l 

Von den Elementen der Determinante 

Terscbwinden alle, die den ersten h Zeiten, aber nicht gleich- 
zeitig den ersten h Spalten angehören. Beuchtet man, dass 

die Determinante Jm (f) ebenso wie die Determinante Jm (r) 
nur Elementartheile erster Ordnung besitzt, so überzeugt 
man sich leicht, dass auch die charakteristische Determinante 

dea Systems Ä*^ Grades a;^ ~ (^0 ^» i'* = 2, . . Ä nur 

Elementartlieiler erster Ordnung hat, und daraus folgt: man 
kann ein Ödstem von Grössen (i^^ mit nicht verschwinden- 
der Determinante derart bestimmen, dass 

Setzt man dann 

80 ergibt sich aus den Gleichungen (a) 

i cl;' d|f ' = r;;-' 4'^' X=l,2,..,.; ^=1,2,../» 

Damit sind die ersten h der zu beweisenden Gleichungen 
als richtig erwiesen. Der Beweis der fibrigen ergibt sich 
aof analoge Weise. 

III. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zunächst 
SU den Gruppen der zweiten Olasse (s. Einleitung, Schluss). 

Wir nehmen also an, eine jede inf. Transformation, die 
der vorgelegten m-gliedrigen Gruppe A angehört, sei regulär 
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von der zweiten Art. Zwischen den Coefficienten von m 
linear unabhängigen inf. Transformationen der Gruppe A 

öi{f)^t ^of^lf^^ t = 1, 2... m 
bestehen Gleichungen der Form 

(X, /i = 1, 2, . . n; i, k= 1,2,.. m) 

Ich behaupte, die Constenten müssen alle gleich Null 

sein. Wäre nämlich z. B. eine der m* Grossen von Null 

verschieden, so müsste die Determinante E(r) = \ ^* — (/)''| 
kij = 1, 2, . . m entweder wenigstens für einen von Null 
verschiedenen Werth von r verschwinden, oder sie müsste, 
wenn sie durch r* theilbar ist, wenigstens einen Elementer- 
theiler von höherer als der ersten Ordnung haben. 

Tritt der letztere Fall ein, so kann man zwei Werth- 
systeme, deren Elemente nicht alle verschwinden, Ci ti . . 
und e{ ei . . Cm so bestimmen, dass 

2j Lj Ca = 0 und iJ e, == e> 0' — 1» 2, . . m) 

Setzt man nun 

SO bestehen die Gleichungen 

/I SS 1, 2, . . n 

Aber diese Gleichungen können nach Hfil&sate (3) nur 
dann stett haben, wenn alle Grössen kx^^ verschwinden. 
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Dies ist aber unmöglicb, weil einerseits nicht alle m Grössen 
€{ Noll sind, und andererseits die m inf. Transfonnationen 
Ciif) linear unabh&ngig sind. 

Nehmen wir nunmehr an, die Determinante E(r) ver- 

öchwinde für einen von Null verschiedenen Werth co von r. 
Unter dieser Voraussetzung kann man rn Grössen e^, . em, 
die nicht alle gleich Null sind, so bestimmen, dass 

iJ ej* eh=^tJffej für J = 1, 2, . . m 

A=l 

Setzen wir wieder zur Abkürzung 

Diese Grössen kji^ geuügeu der Gleichuug 

Aber diese Gleichungen könnfMi nach Hulfdsatz (2) nur 
dann bestehen, wenn entweder alle Grössen kxf^ verschwinden 
oder wenn diese GrOssen ein reguläres System erster Art 
bilden. Beides ist durch unsere Voraussetzungen ausge- 
schlossen. 

Damit ist hewiesen: die Coefficienten der vorgelegten 
m inf. Trausformationeu genügen den Gleichungen 

für A, jti = 1, 2, . . n; i, » 1, 2, . . m 

Es sind somit die Voraussetzungen erfüllt, auf denen 
der Hfilftsatz (4) beruht, und man kann daher Grössen 

mit nicht verschwindender Determinante so bestimmen, dass 
(i ) Zj cxf^ r„ — dx 
a, A = 1, 2, . . n; i 1, 2, . . m 
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Führt man an Stelle der inf. Transformationeu Ci(f) w» 
andere linear unabhängige inf. Transformationen 

Ki(f)=tqiH ChQ) »=1,2,..« 

ein, so treten in den Gleichungen {T) an Stelle der Grössen rjj^ 
die Grössen 

wahrend die Grössen d^^^ unverändert bleiben. 

Ich behaupte nun: man kann die YerfÜgbazen Grteen 
qih so wählen, dass 

1. auch die Grössen — ebenso wie die Grössen rjj^ — 
ganze Zahlen sind, und dass 

2. die aus m Spalten des Systems 







V» 















gebildeten Determinanten Grades keinen gemeinschaft- 
lichen Divisor haben. 

Zum Beweise ist zunächst zu bemerken: weil nach 

Voraussetzung die m inf. Transformationen C, (f) linear un- 
abhängig sind, so können nicht alle Determinanten m^^^ Grades, 
die aus m Spalten des Systems 







-0) 


»1» 






ri . . 


'» 








^(m) 



gebildet sind, verschwinden. Wir können ferner voraussetzen, 
dass nicht alle n zu einer inf. Transformation Ci(f) gehörigen 
Qrdssen 
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einen gemeinschaftlichen Divisor haben. Würen niiriilich 
diese n Zahlen darch die Zahl a theilbar, so hätte man nur 

die inf. Transformation C, (/) durch zu ersetzen. 

Um nun unsere Behauptung zu beweisen, gehen wir 
von der Annahme aus, dass nicht alle ünterdeterminanten 

Ä—1**" Grades, deren Elemente den Ä — 1 ersten Zeilen des Systems 
(B) angehören, einen von 1 verschiedenen gemeinschaftlichen 
DiTisor besitzen. Diese Voraussetzung ist, wenn nicht für 
grössere A, so doch sicher far A = 2 erfüllt. Es sei sodann 
a der groeste gemeinschaftliche Divisor aller der Unter^ 
determinanten Grades, deren Elemente den h ersten Zeilen 
von (B) angehören. Unter den Unterdeterminanten h — 1*" 
Grades, deren Elemente den h — 1 ersten Zeilen von (7^) an- 
gehören, ist mindestens eine nicht durch a tlieilliar. Es sei 
dies die aus den Elementen der h — 1 ersten Spalten gebildete 
Determinante 24-i. Unter den Unterdeterminanten Grades, 
deren Elemente den h ersten Zeilen Yon (iS) angehören nnd 
die alle Elemente von Dh^\ enthalten, hat mindestens eine 
einen von Null verschiedenen Werth. E2s sei dies die aus 
den Elementen der h ersten Spalten ffebildete Determinante 
Dh. Es sei ferner h der grüsste gemeinschaftliche Divisor 
von Dk-i und a, so dass jedenfalls 6 •< a ist. Endlich sei 
i eine Wurzel der Gongruenz t i4— i = h mod a. 

Wir lassen nun an Stelle der inf. Transformation Ca (f) 
die Transformation 

treten. Dementsprechend tritt an Steile des Zahlensystems 
(R) ein Zahlensystem {fi')^ das sich von (R) nur in den 
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Elementen der h^'^ Zeile unterscheidet, indem die Zahlen r]/ 
durch die Zahlen 

(a = 1, 2, . . n) 

ersetzt sind. Die GrSssen sind ganze Zahlen, denn der 

Ähler von ist nach dem Modul a dem ^-fachen einer der 

Unterdeterminanten h^^ Grades congruent, die aus den Ele- 
menten der h ersten Zeilen des Systems (iQ gebildet sind, 
er ist also durch a theilbar. 

Man überzeugt sich nun leicht, dass h der grijsste ge- 
meinschaftliche Divisor der Unterdeterminanteu A^®" Grades 
ist, die aus den Elementen dor h ersten Zeilen des Systems 
(iJ ) gebildet sind. An Stelle des gemeinschaftlichen Divisors a 
ist somit ein kleinerer gemeinschaftlicher Divisor h getreten. 

Es ist nun klar, dass bei wiederholter Anwendung des 

eben durchgeführten Verfahrens an Stelle des Systems (Ä) 
ein System (7?j) von der Beschaffenheit tritt, dass die Uiiter- 
determinanten Grades, die aus den Elementen der h ersten 
Zeilen gebildet sind, keinen gemeinschaftlichen Divisor mehr 
besitzen. Aus diesem System (ISJ leitet man dann in ana- 
loger Weise ein System von der Beschaffenheit ab, dass 
auch die ünterdeterminanten h + 1** Grades keinen gemein- 
schaftlichen Divisor mehr besitzen u. s. w. 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, die inf. Trans- 
formation (/') C^{f), . Cm (/') seien von Anfang an so ge- 
wählt, dass die aus m Spalten des Systems {IL) gebildeten 
Determinanten m**" Grades keinen gemeinschaftlichen Divisor 
besitzen. 

Unter dieser Voraussetzung bezeichne ich die genannten 
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inf. TransformatioDen als ein kanonisches Sjsiem inf. Trans- 
formationen. 

Die Goefficienten a^^ der aUgemeinen Substitution unserer 

m-gliedrigen Gruppe A sind — wie in der Einleitung be- 
merkt worden ist — durch Diü'erentialgleicbungen der Form 



9%m 



und die Anfangsbedingungen a^i^s^ für 

bestimmt. Ick setze nun if^ s= 0, vrenn % und ^ ungleich 

n 1 

sind und Fi = -. Dass diese Festseiizung nicht gegen die 

Iniegrabilitätsbedingung verstösst, wird sich im Folgeuden 
von selbst ergeben. 

Die Torstehenden Differentialgleichungen kann man 
wegen der Gleichungen (T) durch die folgenden ersetsen: 

(a,Anl,2,.. fi; tal, 2, ..m) 

und aus diesen ergibt sich bei Berücksichtigung der Anfangs- 
bedingiingen 

Jl) ^(2) Am) 

1,2,..«) 

Durch diese Gleichungen sind die Substitutions- 
coefticienten als rationale Funktionen der Parameter bestimmt. 
Um zu beweisen, dass auch umgekehrt die Parameter rationale 
Funktionen der Substitntionscoefficienten sind, nehmen wir 
an, den beiden Werthsystemen der Parameter 

u^. , Um und t;^ f ^ . . Vm 
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entspreche dasselbe Werthsyatem d«r GrOsaen a^^^, und .wir 
beweisen, dass dann nothwendig 

Aus unserer Voraussetzung ergibt sich 

und hieraus folgt, daes eine jede von den n Summen 

ö^. t log 

eine ganze Zahl ist 

Wir setzen nnn, unter N„ eine ganze Zahl verstehend, 
die n Gleichungen 

an und bilden von denselben alle die Oombinationen zn Mi 
die m von einander unabhängige Gleichungen umfiissen. Die 
Auflösung eines dieser Gleichungssysterae ergibt die m Grössen 

1 Vit 

log als Quotienten, deren Zahler von den Zahlen 2f^ 



abliiingige, nicht näher bestimmte ganze Zahlen sind, und 
deren gemeinschaftlicher Nenner — die Auflösungsdeter- 
minante — eine von den Determinanten m**" Grades ist, die 
aus m Spalten des Systems (B) gebildet sind, und es ist klar, 
dass jede derartige Determinante, die niclit yerschwindet, als 
Auflösungsdeterminante zu einem unserer Systeme von m 
Gleichungen gehört. Der kleinste gemeinschaftliche Nenner 
1 ^\ 

der m Brüche log ~ muss daher gemeinschaftlicher Divisor 

aller der genannten Determinanten sein: er ist also = 1* 
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Demnach sind die Logarifchmen der Quotienten -- Multipla 

von 2jti und es iai folglich v^=^u^^ v^^u^, . — 
w. z. b. w. 

iV, 

Die beiden Theile unseres Beweises, die sich auf Gruppen 
der ersten und der dritten Classe (s. Einleitun^O bezieben, 
beruhen auf einem gemeinschaftlichen Grandgedanken. Ich 
beginne mit der Darlegung dieses Beweisprincips. 

Es seien m reguläre, linear nnabhängige, inf. Trans- 
formationen 

vorgelegt, die eine m-gliedrige Gruppe erzeugen. Wir be- 
stimmen die zu einer jeden inf. Transformation G| (f) gehörige 
eingliedrige Gruppe A(tii) (s. Einleitung) und setzen dann 
diese m eingliedrigen Gruppen zu der fii-gliedrigen Gruppe 

zusammen. 

BezCIglich der inf. Transformationen (7, (/) machen wir 

nun die Voraussetzungen: 

1. es sollen die q ersten von denselben für sich eine 
Gruppe bestimmen und ebenso sollen die m — 2 letzten fUr 
sich eine Gruppe bestimmen. 

Alsdann werden die q ersten unter den eingliedrigen 
Gruppen Bi{Ui) sich zu einer g-gliedrigen Gruppe 

ä' tt, . . ?^,;) = (m J (mj) . . Bg (m,) 

zusammensetzen und ebenso werden sich die m—g letzten 
zu einer m — ^-gliedrigen Gruppe 

A" {Uf^i Uf^2 . . Wm) = Bq^i {Uq+l) B^2 • • B^ ("»•) 

zusammensetzen. 

Wir nehmen nun an, es sei bereits bewiesen: 
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2. Die Parameter Uj ii^ . . von denen die Coefficienten 
aj^ der allgemeinen Substitution der Gruppe Ä abhängen, 
lassen sich als rationale Funktionen der Coefficienten aj^ dar- 
stellen und ebenso sind die Parameter u^^i Uf^t ..««», Ton 
denen die Coefficienten aj^^ der allgemeinen Substitution der 
Gruppe^" abhangen, rationale Funktionen der Coefficienten a/^. 

Bezüglich der Gruppe A" machen wir noch die weitere 
Voraussetzung: 

3. Unter den Potenzen einer beliebigen Substitution 8 
der Gruppe A" soll die identische Substitution nur dann 
vorkommen, wenn 8 selbst die identische Substitution ist, 
wenn also die der Substitution entsprechenden Parameter 
die Werthe haben, die in der Einleitung als Anfangswerthe 
der Parameter bezeichnet worden sind. 

Aus dieser Voraussetzung ergibt sich in bekannter Weise, 
dass alle Potenzen einer Substitution 8 der Gruppe A" unter 
einander verschieden sind. 

Geht also die Substitution 8^ aus der allgemeinen 
Substitution der Gruppe dadurch hervor, dass man den ver- 
fügbaren Parametern Uq^\ Uq^2 • • die Werthe m;['!^i w^^% . . 

mJm^ ertheilt, so sind diese Wertbsysteme ulfl\ v)ql.2 . die 
den verschiedenen Potenzen von 8 entsprechen, alle unter 
einander verschieden. 

Ich behaupte nun, die eingeführten Yorausseteungea 

reichen für den Beweis hin, dass sich die Parameter m, . . Um 
rational durch die CoefHcienten a)^^ der allgemeinen Sub- 
stitution der Gruppe A darstellen lassen. 

Zum Beweis ist zunächst zu bemerken: 

Weil die Substitutionscoeffidenten aj^ rationale Funk- 
tionen der Parameter ii^**%tm sind, so hangen umgekehrt 
die Parameter algebraisch von den Substitntionscoefficienten 

ab und weil die Gruppe A m-gliedrig ist, also über m der 
Substitutionscoefficienten durch geeignete Wahl der Parameter 
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verfügt werden kann, so kann einem Werthsystem der 
Substitutionscoefficienten nur eine endliche Anzahl von Werth- 
systemen der Parameter entsprechen. Um die eben aufge- 
stellte Behauptmig za beweisen, genflgt es also zu zeigen: 
Wenn einem Werth83rBteme der Substitationscoefificienten 
zwei verschiedene Werthsysteme der Parameter entsprechen, 
80 entsprechen ihm unendlich viele Werthsysteme der L^arameter. 

Nehmen wir, um diesen Nachweis zn führen, an, den 
beiden Panuneteisystemen 

W, . . Mm und V, Vj . . Vm 

entspreche dieselbe Substitution der Gruppe Ä, Es sei also 

ohne dass gleichzeitig die m Gleichungen Vj = Wj v^ = . . 
bestehen. Da allgemein A = A' A" so kann man die 
symbolische Qleichung (G) durch die folgende ersetzen: 

= -4' (Vj . . Vg) ^" (Vj^.! üg+o . . v«) 

und hieraus folgt: 

{A' (»j . . t;,)]~* A' {u^ . . ttg) A" (m^+i Wj+a . . Wm) 
[A" {Vq^i 1-^4-2 . . t7„,)]~' = 1 

wo in Üblicher Weise die identische Substitution mit 1 be- 
zeichnet ist. 

Wegen den Oruppencharakters der Substitutionen A' 

und A" kann man Funktionen tv^w^.. Wq von ii^u^.. 
und Vj • • ^'v ""^1 Funktionen iv^^i Wq^o ■ • Wm von M^^i 
f«,4.2 . . u,n und Vq^2 ■ • Vm derart bestimmen, dass 

iJ) [Ä' (Vj V, . . Vq)]~^ Ä {U^U^, . Uq) = A' {W^ . . Wq) 

und A" {uq^i Uq^2 ■ ■ Jim) [A" (t;,+i ^,4.2 . . Vm)j"* 

= A" {Wq^i WqJ^ . . W«) 

Nach unserer zweiten Voraussetzung hangen diese 
Funktionen w rational von ihren Argumenten ab. 

UM. lUUk-jdiy«. CL S. 21 
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Setzen wir sodann für beliebige positive und negative 
Exponenten h 

, „, W (», », . . - Ä' (wt> «tf» . . <•) 

80 sind auch die GrOsaen w^^ uii^ , . Wq^ ratdonale Funktionen 
Ton «1 . . und v^v^., und die Grossen w^i . . w^m 
rationale Funktionen von u^^i 11,4.2 . . Hm und Vq^i Vq^^ . . Vm- 
Die Substitution 

A" (Wq^l Wq+2 . . w„) 

ist von der identischen Substitution yeiscliieden. 
Denn andernfalls wäre 

und nach unserer zweiten Voraussetzung folgt hieraus = ii,.|.t 

Vq^2 = Uq^2 . . 'Pm = 

Wegen (G ) wäre nun auch 

Ä (Wj tt, . . Wj) = (Vj V, . . Vq) 

also auf Grund der zweiten Voraussetzung auch 

im Widerspruch mit der Annahme, von der wir ausge- 
gangen sind. 

Aus unserer dritten Voraussetzung ergibt sich nunmehr, 
dass die Werthsysteme 

ih) (h) (A) 
Wq^l lVg^2 ' • tVm 

alle untereinander Terschieden sind. 

Nun folgt aus (H) bei Berficksichtignng von ( J) und (£) 

Ä (W^ . . Wq) A" (Wq-{.l Wq^2 . • Wm) = l 

[A' (W, . . Wqf lA" (Wq+i W,+2 . . Wm)Y 
= /i W2 . . «f? ) A {Wq4.l 1Vq^2 * Win ) 

für beliebige positive und negative Exponenten h. 
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Es entsprechen also der identischen Substitution un- 
endlich ?iele verschiedene Werthsysteme der Parameter und 
hieraas schliessi man leicht, dass einem jeden Sjatem der 
Sabstitaiionscoef&cienten ax^ anendlich yiele Werthsyfiteme 
der Parameter entsprechen. 

Damit ist bewiesen, flass die Annahme, die Parameter 
seien nicht rationale Funktionen der Substitutionscoefhcienteu 
zu einem Widersprach führt. 

Durch ganx analoge Betrachtangen beweist man: 

ünter den Potenzen der Substitation 

-4 (tt, u, . u«) = Ä (t*i tt, . . «,) Ä" (u^i . . Um) 

kann nur dann die identische Substitution auftreten, wenn 

sich die Substitation 

A" (u^i . . Um) 
auf die identische Substitution reducirt. 

V, 

Der Theil des Beweises, der sich auf Gruppen der ersten 
Classe bezieht, bietet nun keine Schwierigkeit mehr. 

Ich nehme zunächst an, es sei nur eine reguläre inf. 

Transformation erster Art C (f) vorj;i^elej(t. Die zu dieser 
inf. Tran.sf<jrmation gehörige eingliedrige Grn[)pe 7? (u) ist 
in meiner früheren Abhandlung (S. 122) in expliciter Form 
dargestellt werden. Aus den daselbst gegebenen Formeln 
ergibt sich 

1. Der Parameter u lässt sich rational darch die Coeffi- 

cienteu bj^^ der allgemeinen Substitution der Gruppe B dar- 
stellen. 

Ferner: Setzt man zwei Substitutionen der Gruppe B {u) 
und B(v) zusammen, so ergibt sich 

21» 
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Eb ist somit 

[B iu)f = B (h u) 

Die identische Sabstitution entspricht dem Parameter^ 
Werth « 0. Daraus folgt 

2. In fler Reihe der Potenzen der Substitution B (n) 
kann die identische Substitution nur dann auftreten, wenn 
u = 0, also schon die Substitution B (u) selbst die identische 
Substitution ist. 

Es sei nun eine m-gliedr^e Gruppe der ersten Classe 
Torgelegt 

seien untereinander linear unabhängig, im llebrigen aber 
beliebige Inf. Transformationen derselben. Sie sind alle 
regulär von der ersten Art, weil die Gruppe nach ihrer 
Definition keine anderen inf. Transformationen enthält. 

Zwischen diesen m inf. Transformationen bestehen Re- 
lationen der Form 

Ich behaupte, die charakteristische Determinante 

kann iQr keinen Ton Null yerschiedenen Werth von r yer^ 
schwinden. 

Nehmen wir nämlich an, diese Determinante Terschwinde 

für den von Null verschiedenen Werth r = to, dann kann 
man eine lineare Conibination K (f ) der inf. Transformationen 
^1 (f) (/) ' * (/) ^^^^ bestimmen, dass 

Aber dies ist nach dem ersten Hülfssatz des Art. II un- 
möglich, weil C, (/) regulär von der ersten Art ist. 

Daraus folgt, dass die Gruppen erster Classe zu den- 
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Jenif^en Gnippen ^^ehören, die 11. Killing al» liruppeii vom 
Kaii^ Null bezeichnet hat. 

Für diese Gruppen gilt der iSatz:^) 

Man kann die inf. TransfonnatioDen Otif) bo wählen, 
daas sie den Ralationen 

{J) ft(4(/)-ftCir(0-«E«/'^^/(/) 
l,2,..i— 1; f — 2,3,..«) 

genfigen. 

Das charakteristiache an den Relationen (J) ist: sie 
haben zur Folge, dass die i inf Transformationen 

fQr sich eine i-gliedrige Omppe bestimmen, und zwar gilt 
dies fttr t s 1, 2, : . m. 

Ein System von m unter einander linear unahhUngigen 
Transformationen, das den It^lationen («/) genügt, bezeichne 
ich als kanonisches 3y»tem. 

Um nnn die m-gliedrige Gruppe Ä zu bestimmen, die 
▼on den m inf. Transformationen d {f) erzeugt ist, bestimmen 
wir zunSehst die zu einer jeden inf. Transformation 0. ( f) 

jlfehftrige eingli<Mlrige (iruppe BiUii) 'md setzen dann die«e 
w eingliedrigen Gruppen zu d(;r m-glicdrigen Gruppe 

4 («I U, . . I*,») — JB, (U,) (II,) . . Bn(Um) 

zubanimen. Da di«? inf. Transf(irniationen 

t', if) C, (/•) . . CU-i (/ J 

für sich eiuf! (•ruj)pe beHtiuiinen, so setzen sich die m — 1 ein- 
gliedrigen Grup])en 

■B,K)*f(«»)--B—t (««—«) 

1) Diiiertatioii von Umlauf: Ueber die ZusatmnenfetzuDg der 
Gruppen fom Rang Null. Leipzig 1891. VergL oaeh Engel, Leipziger 
Bsriehts 1887 8. 95. 
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zn einer m — 1-gliedrigen Gruppe 

zusammen nnd Ä (tij . . Um) entsteht durch Zusammen- 
setzung ?on A' (u^ . . u^i) und Sm {u,n). 

Um zu beweisen, dass sich die Parameter rational durch 
die Coefficienten der allgeiiieiiieii Substitution der Gruppe 
darsteiieu lassen, nehmen wir an , die Behauptung gelte für 
Gruppen, deren Gliederzahl kleiner als m ist, und beweisen, 
dass sie dann auch für m^-gliedrige gilt. Da sie für ein- 
gliedrige Gruppen gilt, gilt sie dann allgemein. 

Ffir die Gruppe A' gelten auf Grund unserer Annahme 
die Voraussetzungen, die im vorigen Artikel bezüglich der 
dort mit .4' bezeichneten Gruppe gemacht worden sind; für 
die eingliedrige Gruppe gelten die im vorigen Artikel be- 
züglich der Gruppe Ä' gemachten Voraussetzungen. Somit 
ergibt sich der Beweis unserer Behauptung ans den Be- 
trachtungen des vorigen Artikels. 

Die Gruppen erster Classe haben die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass unter den Potenzen einer Substitution 
A (u, ?<2 . . Mm), die der Gruppe angehört, nur dann die 
identische Substitution auftreten kann, wenn sich die Sub- 
stitution A (Uj ti^ . . Um) selbst auf die identische Substitution 
reducirt. Der Beweis ergiebt sich aus der Schlussbemerkung 
des vorigen Art. Damach muss nämlich, damit unter den 
Potenzen der Substitution 

Ä (Wj t», = Ä (Wj M, . . Bt„ (Mm) 

die identische Substitution vorkommt, Bm die identische 
Substitution sein, woraus 11^ » 0 folgt Man schliesst dann 
in derselben Weise weiter, dass sich jede der Substitutionen 

Bm-} («m-i) B,n~2 {Um-i) • ■ -^i (Wj) Huf die idcntischc Sub- 
stitution reducirt, dass also = = . . = m„ == 0 ist. 

Aus der Definition der Gruppen erster Classe hat sich 
ergeben: man kann m untereinander linear unabhängige 
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inf. Transformationen der Gruppe so wählen, dass 1) jede 
derselben regttlftr von der ersten Art ist, nnd dass 2) die 
Zusammensetzung der Gruppe durch Gleichungen der Form 
(«/) bestimmt isi 

Es ist nicht sebwer zu beweisen, dass umgekehrt diese 
beiden Eigenschaften eine Gruppe erster Classe — d. h. eine 
Gruppe, die nur reguläre inf. Transformationen erster Art 
enthält — charakterisiren. Ich unterlasse diesen Nachweis, 
weil er f&r das Folgende nicht nothwendig ist, und beschränke 
mich auf die Bemerkung, dass die beiden eben angefahrten 
Eigenschaften ftbr den Beweis hinreichen, dass sich die 
Parameter rational durch die Coefücienten der allgemeinen 
Substitution der Gruppe darstellen lassen, und dass keine 
Potenz einer von der identischen verschiedenen Substitution 
der Gruppe, die identische Substitution ergeben kann. Es 
ergibt sich dies unmittelbar aus dem Gang des gegebenen 
Beweises. 

Im Folgenden wenden wir die Bezeichnung , Gruppe erster 
Classe' auf alle die Gruppen an, die die beiden eben ge- 
nannten charakteristischen Eigenschaften besitzen. 

VI. 

Wir gehen nunmehr zu den Gruppen der dritten Classe 
Ober, die reguläre inf. Transformationen sowohl von der 
ersten als von der zweiten Art enthalten. 

Es sei C^ (/} eine beliebige in der Gruppe enthaltene 
reguläre inf. Transformation zweiter Art. 

Unter den in der Gruppe enthaltenen inf. Trans- 
formationen -£"(/"), die mit (f) vertauschbar sind, d. h. der 
Relation C^K{f) ^ KC^{f) ^ genOgen, wählen wir, — 
wenn es solche gibt — eine reguläre Transformation zweiter 
Art aus und bezeichnen sie mit (f). Gribt es weitere 
reguläre Transformationen zweiter Art , die mit Cj (f) und 
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(/") vertaa8chl)ar und von diesen linear unabhängig sind, 
4J0 bezeichnen wir eine derselben mit Cg (/) u. s. w. 

Nehmen wir an, es findeu sich genau reguläre Trans- 
formationen zweiter Art 

die untereinander linear unabhängig und paarweise ver- 
tanschbar sind. Diese bestimmen eine m0-gliedrige Gruppe 
A^^ die der zweiten Olasse angehört.*) Daran wird selbst- 
redend nichts geändert, wenn wir an Stelle der Inf. Trans- 
formationen 

o,{f) c,{f).. o^(f) 

lineare Combinationen derselben treten lassen. Wir können 
desshalb voraussetzen, diese inf. Transformationen seien 
so gewählt, dass sie ein kanonisches System ffir die Grappe 
bUden (Art ITI). 

Mit if) 

bezeichnen wir irgend welche untereinander und von (f) 
^»(f) ' • ^mo (f) unabhängige inf. Transformationen 

der vorgelegten m^gliedrigen Gruppe A. 

Die m iui. Transformationen Ci{f) genügen Relationen 
der Form 

Aus der Art, wie die niQ ersten inf. Transformationen 
gewählt worden sind, folgt, dass 

^ = 0 für i, = 1, 2, . . und / = 1, 2, . . m 

Zwischen drei inf. Transformationen besteht die Jacobi'sche 
Identität») 

1) Dieie Zahl stimmt mit der Zahl überein, die H. Killing 
als Bang der Oroppe beseichnet Math. Annalea Bd. 88. 
6) Lie, Transfoniiationsgnippen I 9* 94, 
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Ch (Ci Ck — Ck C,) — (Ci Ck — Ck C,) Ck •\- Ci {Ck Ch — Cjk) 

Sind i trnd h Zahlen ans der Reihe 1^2, . .Mq, so ist 
Ci Ct — Ct Ci = 0 und es folgt mit Rücksicht auf (J ) 

£ (Ci Cj - C O + £ (C, Cj - Q C») = 0 
und hieraus weiter 

/=i /=i 

Die m inf. Tnuisformatianen Ci{f) sind ontereinaDder 
Imear unabhängig, ferner ist ^ » — ^ folglich ist 

Repräsentiren wir das System der wj* Constant«» ey 
(Ä^^ =l,2, .. wj) durch das Symbol 7sV, so lassen sich die 
TorsteheDden Gleichungen durch die symbolischen Gleichungen 

repräsentiren. Die xn einem der Systeme Et gehörige 
charakteristische Determinante kann nar Elementartheiler 
erster Ordnung besitzen. Denn andem&lls könnte man zwei 
nicht identiseh TerBchwindende inf. Transformationen der 

Gruppe Ä (/') und (f) so bestimmen, dass 

Aber dies ist wegen des dritten Hülfssatzes des Art. II 
nicht möglich. 

Demnach genügen die rtiQ Systeme Et den Vorau.sj?etzungen, 
auf denen der vierte Hfil&satz des Art. II beruht. Alan 
kann also ein System Ton a^ Constanten '/t!^ mit nicht Ter- 
schwindender Determinante so bestimmen, dass 
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Von den Gleichungen {J) benützea wir nun diejenigen, 
die einem der Indiceswerthe t « 1, 2, . . entsprechen, nnd 
setzen zur Abkflrzung 

Es ergibt sieh 

Weil «y =0 fttr t\ 1, 2, . . m^; ^»1,2,.. m, so 

kann man die Urös^sen yf^ so wählen, dass 

Tf^Q) für i = l,2,..mo; Ä = l,2,..m 

Es ist dann Ä. (/') = C\ (/) für * = 1, 2, . . und 4'^ 
= 0 für Ä, » = 1, 2, . . Wq. 

In dem aus Zeilen und m Spalten bestehenden System 

»?> 4".. a.ü> 

• ••••• 

haben also alle Elemente, die den ersten Spalten ange- 
hören, den Werth Null. 

Es kann der Fall eintreten, dass noch weitere Spulten 
dieses Systems kein von Null verschiedenes Element enthalten. 
Es seien dies etwa die auf die ersten mo Spalten folgenden 
Wo Spalten, dagegen möge in jeder weiteren Spalte wenigstens 
ein von Null verschiedenes Element vorkommen. 

Jede inf. Transformation, deren Index h'> '\' mo ist, 
genfigt somit einer Relation 

CiK, {ß - K, öt(f) = (ol'^ K, if) ii£m^) 
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wo off Ton Null renchiedeii ist. Daraus folgt: jede inf. 
Transformation Kh (f) (h> nio -\- nio) ist regniKr ron der 

ernten Art (Art. II Hülfssatz 2) und es folgt überdies: die 

Grössen ü»i^ sind ganze Zahlen. Denn tJh mnss gleich der 
Differenz. Ton zweien der Wertbe r sein, für welche die za 
Ci(f) gehörige charakteristische Determinante ^4(r) ver- 
schwindet (Art II Anfang). Diese Determinante verschwindet 

aber nur för ganzzahlige Werthe von r, weil C, (/") regulär 
von der zweiten Art ist. 

Bezüglich jno Yon den inf. Transformationen 

K,{f) K,{f).,K^{f) 

steht nunmehr fest, dass sie regulär sind, nämlich von den 
Mo ersten nnd von dem letzten. Die ersteren 

sind von der zweiten, die letzteren von der. ersten Art. Es 

bleiben nur noch die mo inf. Transformationen übrig, die 
den Indices mo 1, niQ -f" 2, . . wio + w?o entsprechen. Diese 
bedürfen einer besonderen Untersuchung, die im nächsten 
Art. durchgeführt wird. 

Anf Grand der Formehi kann nnn die vorgelegte 
Gruppe in hemerkenswerther Weise in Untergrappen zer- 
föllt werden. Zu diesem Zweck bilden wir zunächst — unter 
«1 ffg . . ganze Zahlen verstehend — eine lineare Com- 
bination der inf. Transformationen zweiter Art 

i(« - o, JE, (f) + o,Z,tf) . . + a^Ä„ V) 

Aus den Gleichungen (ß) folgt 
LKk{f)-E*L{f)'==,^K^(f) *=1,2,..» 

WO zur Abkürzung 
gesetzt ist. 

Die zur Verfügung stehenden Zahlen a denken wir so 
gewählt, dass 
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1) Qh uur dann =s 0 ist, wenn gleichzeitig 

also wenn h<^tno-\- irao, und daaB 

2) zwei vencliiedene Zahlen und Qi nur dann einander 
gleich aind, wenn gleichzeitig 

Die Indicesbezeichnnng denken wir ans so gewählt, dass 

in der Reihe der Zahlen 

^ie posiÜTen den negatiren und, unter Zahlen gleichen Vor- 
zeichens, die dem absoluten Werthe nach grösseren den 
kleineren vorangehen. sei die Anzahl der positiven, 

Mu. die Anzahl der negativen q. 

Bilden wir nun die Jacobi'sche Relation für die inf. 
Transformationen Kk{f) Kjif) L (f). Sie lautet: 

L (Kk Kj - K, Kn) - (K, K, - Kj Kh) L-^K, (Ky L^L Kj) 
- (Kj L -LKj) Kh + Kj (L K, - Kh L) 

Die 4 letzten Glieder ergehen 

— iQj + Qh) {Kl, Kj - Kj K,) 

Sei nun KkK/ — £/ JEä » d^ iC| + d^ . , + d,» Km 
wo S^ö^ . , dm Gonstante hedeuten , die in leicht zu über- 
sehender Weise von den Constanten fiy , die in den Gleichungen 
(eT^) vorkommen, abhängen. 

Nun erhält die Jacobi'sche Kelation die Form 

m m 

ij d, (X j£, - X) (c;- + D d, = 0 

fei ^sl 

oder auch 
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Weil die inf. TraDsformationen K4 untereinander linear 
unabhängig sind, so folgt hierans 

di = 0, wenn nicht Qi = -f Qu ist« 

Nehmen wir zunacbet an, j und k seien Zahlen aus der 

Reihe l , 2, . . mo -|- f»o. Dann ist qy = 0 = 0 also «J* = 0 

wenn nicht auch ^, = 0. 

In dem Ausdruck K^Kj — Kj kommen in diesem 
Fall nur die inf. Transformationen 

Tor. Diese Mo -f* ^ Transformationen bestimmen also 
ftlr sich eine Gruppe r, die die m^-gliedrige Gruppe 

als Untergruppe enthält. 

Nehmen wir zweitens an. j und h seien Zahlen aus der 

Beihe fWo + Mo + li »w<) + «i6 + 2, ..f«o + «»6 + ««-f- dann 
sind und ^ poidtiT, also ist d^sQ, wenn nicht anch ^ 
positiv ist Da ferner die positiven ^ nach absteigender 
Grösse geordnet sind, so kann die Gleichung ^, = -f 

nur dann bestehen, also nur dann c), von Null verschieden 
sein, wenn der Index i grösser aL< der grössere der l>eiden 
Indices h ist. In dem Ausdruck Kj — Kj Kt kommen 
also nur solche inf. Transformationen Ki Tor, die positiven 
Werthen ^ entsprechen und deren index grösser als der 
grossere der beiden Indices \ ist Demnach bestimmen 
die fii^ inf. Transformationen, die zn poeitiTen Wertben ^ 
gehören, für sieb eine Gruppe erster Olasse (vergl. Art. V 
Scbluss) und sie bilden ein kanonibche© System int. Trans- 
formationen derselben. 

Ebenso bestimmen die m. inf. Transformationen, die 
zn negativen Werthen Ton q gehören, für sich eine Gruppe 
und bilden f&r dieselbe ein kanonisches System. 

Nehmen wir endlich drittens für h eine Zahl aus der 
Eeihe 1, 2, . . mo + ^ i ^La^ aus der Keihe 
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fWo + wiö -j- 1, mo 4 »*o -^ 2, . . mo -f m6 -j- so ist 
= 0(1/ positiv und aus ^ = ^ 4* = ^' ^^^^^ 

^ positiv. 

Man schliesst hieraas: die inf. Transformationen, die zu 
▼eischwindenden, nnd diejenigen, die za positiven Werthen ^ 
gehören, bestimmen zusammengenommen eine Gruppe. Mit 
anderen Worten: die wq -f- mö-gliedrige Gruppe F nnd die 
f>i+-gliedrige Gruppe setzen sich zu einer Gruppe H zu- 
sammen , deren Gliederzahl fWo -j- ftio 4" = w — m_ ist. 

VII. 

Die Untergruppe F bedarf einer eingehenderen Unter- 
snchnng. 

Von den zu dieser Untergruppe gehörigen inf. Trans- 
formationen 

J^(t)==t,th^^j^x^ f=l,2,..iiio + «o 

wissen wir: 

1) Die ersten derselben 

sind regulär von der zweiten Art und sie bestimmen für sich 
eine Untergruppe ul^. 

2) Diese inf. Transformationen sind mit allen inf. 
Transformationen der Untergruppe F yertansehbar, es ist also 

für « = 1, 2, . . mo; A = If 2, . . mo + ^ 
In nicht symbolischer Form geschrieben heisst das: 

für /u = 1 , 2, . . n und die eben angegebenen Werthe der 
Indices i, h. 
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Da die mo + mo inf. Transformationen eine Gnippe be- 
stimmen, 80 bestehen weitere Relationen der Form 

A, ^ = l, 2, . . n ; i = Wo -f 1, Wo -|- 2, . . w?o -|- Mo, 

Wir werden nun beweisen: die mo inf* Transformationen 

ir„,Q+i (/■) Jr„,^4.2 (f) . . Km^^+m'^if) können so gewfthlt werden, 
dass si«} für sich eine mo-gliedrige Oruppe bestimmen, 
die der ersten Classe angehört. Ist dies erwiesen, so ist klar, 
dass die genannten inf. Transformationen so gewählt werden 
können, dass sie ein kanonisches Sjstem bilden. 
Znm Beweise bemerken wir znnSchst: 
Die CSoefficienten der inf. Transformationen 

K,(f) K,{i)..K^{f) 

genflgen den Voraussetzungen des vierten Hülfssatzes des 
Art. II. Man kann also ein System von Grössen mit 
nicht Yeischwindender Determinante derart bestimmen, dass 

± k% d^;^ = rj^ df X«= 1, 2,.. n; <- 1, 2,. . mo 
Wir führen nun neue Variable durch die Substitution 

{S) *i = di"' A=i,2,..« 

Osl 

ein, wodurch die inf. Transformation Kk (/) in 

iC* (/) = L L hX(x g J- 

fibergehen möge. Auf Grund des Weierstrass'schen Theorems 
stimmen die zu (f) und Ki, (/) j^eh()rigen charakteristischen 
Deteriniiianten in ihren Elementurtheilern ülx'rein. Diese 
beiden inf. Transformationen sind also gleichzeitig regulär 
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oder irregulär. Es ist ferner klar, dass zwischen den inf. 

TraDsformationen Kk{f) genau dieselben Relationen (2) und 
(3) bestehen, wie zwischen den inf. Transformationen JE* {[). 

Nun ist für t = l, 2, . . iHq 
und ans (2) 

V» /XW L(A) 1.(0 \ _ A i = 1, 2, . . Wo 

Ä«iiio+l,iiio + 2..mo + i»io 

folgt: ifej^*, « 0 wenn nicht rJP «= rj;^ für t = 1, 2, . . wj^. 
Ist also etwa 

r?^ = rif\.«r^ för » = 1, 2, . . 

aber für keinen Index j- > x gleichzeitig? 

rj;^«rf^ für » = l,2,..iii» 

9/* 

80 hangen die Coefficienten der Differentialquotienten r-^ 

~ . . r — in £*(/*) nur von if, . . Vx ah, und diese Variabeki 

komuien in den Coefficienten der übrigen Differentiai(^uotienten 
nicht vor. 

Die Variabein ffiff^. • lassen sich also derart in eine 
Reihe yon Systemen vertheilen, dass die Coefficienten der 
Differentialquotienten nach den Variabein eines Systems nur 
von den Variabein dieses Systems abhängen. Die Anzahl 
dieser Systeme sei q und die Anzahl der Variabein, die dem 
0**° System angehören, sei v^. Dieselben mögen — unter 
Abänderung der bisher gebrauchten Bezeichnung — mit 

yi • • yna 

bezeichnet werden. 
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Es ergeben sich nun für unsere Wo + md inf. Trans- 
formationen Ausdrücke folgender Gestalt: 



Wir beweisen nun znnSchsfc: die m6 inf. Transformationen 
^m^i if) (/) • . (/■) können so gewählt werden, 

dass eine jede derselben regnl&r von der ersten Art ist. 

Zu dem Zweek bemerken wir, dass unter den ge- 
nannten Transformationen keine vorkommen kann, die regulär 
▼on der swdten Art ist. Denn eine solche mtfsste yon 
(f) ITg {f) . . (f) linear unabhängi^r und mit jeder 
dieser Inf. Transformationen vertauschbar sein. Es gäbe also 
entgegen unserer Voraussetzung (Art VI Anfang) in der 
Gruppe Ä mehr als linear unabhängige inf. Transfor- 
mationen zweiter Art, die paarweise vertauscbbar sind. Eine 

jede der m'o Transformationen Kj, (/) ist also entweder regulär 
von der ersten Art oder irregulär. 

Nehmen wir an, die inf. Transformation K^if) sei 
irregulär. Man kann dann (s. Einleitung) eine reguläre 
Transformation erster Art L{f) und eine gewisse Anzahl 
regulärer Transformationen zweiter Art Xj (/) L^if) - - so 
bestimmen, dass 



^(f)-'I'(f)-\-iit^(f) + 9,h(f)- + 9ß^ßif)- 



In den inf. Transformationen L{f) L^{f) L,^(f).. sind 
— wie man sich leicht überzeugt^) — die Variabein in 
genau derselben Weise getrennt, wie in JE* (/), und daraus 

1) Yeigl. die luv. S. 1S8 gegebenen Formeln. 





Ä s= «lo + 1, »w« + 2 . . f»o + IMo 




18M. Ibtlk-iAys. GL & 



22 



Digitized by Google 



388 Sitzung der math.-phys. Glosse wm 7, Juli 1894. 

folgt, dass eine jede der inf. Transfomationen X (f) (f) 

L^if) . . mit den inf. Transformationen (f) (/) . . K„^^ (f) 
vertauschbar ist. Weil unsere Gesammtgruppe Ä regulär 
ist, 80 gehört ihr eine jede der regulären Transformationen 

an (s. Einleitung), in die die irreguläre Transformation Kn (f) 
zerlegt worden ist, und weil eine jede der regulären Trans- 
formationen zweiter Art (f) {{) . . mit if, (/*) K^(f) 
iCmo (/) vertauschbar ist, so kann keine der Transformationen 

if) h(f).^ von K, (/■) K, (f)..K^ (f) linear unabhängig 

sein. Denn sonst gehörten gegen unsere Voraussetzung der 
Gruppe A mehr als untereinander linear unabhängige 
reguläre Transformationen zweiter Art an, die paarweise ver- 
tauschbar sind. Man kann nun offenbar die der Gruppe t 

angehörige irreguläre Transformation Kk if) durch clie eben- 
falls der Gruppe F angehörige reguläre Transformation erster 

Art L if) ersetzen. 

Nachdem die Zulässigkeit dieser Annahme bewiesen ist, 
setzen wir nunmehr jede der inf. Transformationen -E^^+i (/) 
■^"»0+2 (/^ . . Km^^'^ (f) als regulär von der ersten Art voraus. 

Damit die inf. Transformation 

regulär tob der ersten Art ist, muss jedes der q Coefficienten- 

Systeme Ä;*^^ (A, ^ =s 1, 2, . . w j regulär von der ersten Art 
sein. In der Entwicklung der charakteristischen Determinante 

lÄ^'-Qrl A,,i=l,2,..i., 

nach Potenzen von r verschwinden also die Coefficienten 
aller Potenzen von r, abgesehen von r"<r, und es ist ins- 
besondere 
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^^^it — ^ a = l, 2,.. A = mo+ 1» «0 + 2.. ifio + «6 
Die unter (3) angegebenen Relationen 

■= 1, 2, . . «; Ä, i « Wo + 1, »iio + 2, . . «io + mo 

gelten, wie bereits oben bemerkt worden ist, nnverändert für 
die Coef&cienten der transformirten inf. Transformationen. 
Es ist also 



X,^s1,2,..ii0; asl,2,..$; A,2»firo+l, iifo+2,..iiio+Wo 
und hierans folgen für Ars^u, wegen 

£ = 0 für Ä == «10 + 1, «io -i- 2, . . Wo + 

und ij /^^^^ = n„ für Ä = 1, 2, . . w^ 

die Gleichungen 

ijd/üi'^^O 0=1,2,.. j; Ä,l«wo+l,wo+2,..wo+wo 
Weil die inf. Transfoirmationen 

linear unabhängig sind, folgt hieraus 

d/ = 0 für hj = ?wo + 1 , Wo + 2, . . Wo + mb; 

und ^ = 1, 2 . . f»o 

In dem Ausdrack Ki ( / ) — Ki K,, (/') koniinen dem- 
nach nur die inf. Transformationen 

33* 
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Tor. Diese mo mf. Transfbnnationen bestimtnen demnacb 

für sich eine Grup])(' Ao und diese Gruppe gehurt noth- 
wendig der ersten Clas.se an. Denn die mö-güt^drige Gruppe 
Ao ist regulär, weil sie m6 linear uaabhäugige reguläre 
Transformationen enthält, und rie kann keine reguläre Trans- 
formation zweiter Art enthalten. 

vm. 

Damit ist auch für die regulären Gruppen der dritten 
Ciaase ein kanonisches System inf. Transformationen nach- 
gewiesen. Die m inf. Transformationen dieses Systems yer- 
theilen sich auf vier Untergnippen Ao Ai Ä^. Jede 
dieser Untergruppen ist regulär, und zwar gehört die erste 
Aq der zweiten Olasse an, die drei flbrigen gehören zur ersten 
Classe. Die inf. Transformationen, die einer dieser Unter- 
gruppen angehören, sind so gewählt, dass sie ein kanonisches 
System für die betretfende Untergruppe bilden. 

Für alle vier Untergruppen gilt nun der Satz: 
Die Parameter der Qruppe lassen sich rational durch 
die Goefifidenten der aUgemeinen Substitution der Gruppe 
darstellen. 

Für die drei Gruppen erster Classe gilt überdies der 
Satz: Unter den Fotenzeii einer von der identischen ver- 
schiedenen Substitution der Gruppe kommt die identische 
Substitution nicht vor. 

Wir haben nun weiter bewiesen: 

Die Untergruppen Äa und setzen sich zu einer Unter- 
gruppe r zusammen. 

Die Untergruppen F und A^ setzen sich zu einer Unter- 
grupj)e // zusammen. 

Endlich entsteht die wi-gliedrige < ;i nppe A selbst durch 
Zusammensetzung von H und A^, Durch Anwendung der 
Principien des Art. IV beweist man nun erst fflr die Unter- 
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grappe r, dann für die Untergnippe JJ, endlich Uftr die 
Gruppe Ä selbst den zu beweisenden Sats, daas sieb die Para- 
meter der Gruppe rational durch die Coefißcienten der all- 
gemeinen Substitution der (Gruppe darstfillen lassen. 

Dass eine Gruppe A im Allgemeinen aus drei Unter- 
gruppen FA^Ä^ zusammengesetzt werden kann, ergibt Hieb 
unmittelbar aus den sehr interessanten Sätzen des H. Killing 
Aber die Zusammensetzung Ton Gruppen.^) Fflr die hier 
▼erfolgten Zwecke konnten aber diese Stttze nicht benfitast 
werden. Denn H. Killing beschränkt sich darauf, die Zu- 
sammensetzung der Gruppe zu untersuchen, und j^eht auf 
die Natur der einzelnen inf. Transformationen nicht \vtMt«'r 
ein, während gerade diese idr die vorliegende Untersuchung 
▼on wesentlicher Bedeutung ist. So gehdren — solange 
man nur die ZuaammensettEung der Gruppen in Betracht 
zieht — die Gruppen, die hier als Ghruppen erster und zweiter 
Classe unterschieden worden sind, in dieselbe Kategorie: sie 
sind beide Gruppen vom Itang Null. 

Sobald man aber die Substitutionen der Grii|>pe und die 
zugehörigen Invariantensy-tenie genauer untersucht, zeigen 
sie die allergrdsste Verschiedenheit. 

1) Math. Anaalen« Bd. 81. 88, 84, 86. 
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Bemerkungen Uber zahlentheoretische Eigen- 
schaften der Legendre'schen Polynome. 

Von QuBtav Bauer. 

Das Legendre*8che Polynom n**^ Grades sei nackLegendre- 
scher Bezeichnung durch bezeichnet; dann ist Xn CSoef&cient 
▼on in der Entwicklung 

. ^ ==Xo + Xi0 + X^0^'\ 

und es berechnet sieb hieraus 

V « 1:3:5:^2 ^-D / _ n(n-l) 
^ 1.2.3. n V 2(2ii-l)^ 

n(n-l)(n-2)(n-3) _ \ 
^ 2.4.(2n-l)(2n— 3) / 

Diese Formel kann als Definition von X„ für jeden 
Werth von x gelten. Nun sagt Heiue in seinem , Handbuch 
der Kugelfunktionen'' 1. Aufl. 1861, S. 7: „Nach der Be- 
merkung Yon Euler in einem Briefe an Goldbach, dass in 

der Entwicklung:^ von Vi — <^ nach aufsteigenden l'otenzen 
von a alle Coefücienten von a ganze Zahlen werden, er- 
kennt man sofort, dass Xn nur eine Potenz von 2 zum 
numerischen Nenner hat*, indem er beifügt, dass ihm diese 
Eigenschaft der Polynome Xn von mir mitgetheilt worden sei. ') 

1) In der 2. Auflage seines Handbuchs, I. Tb. S. 14, kommt Heine 
auf diese Eigenschaft der Polynome Xn surfick. Man kann hinzufügen, 
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Diese Bemerkung in Bezug auf die Coef^cieuten der 
Form I und der bekannte Satz, dass alle Polynome X„ für 
x = \ den Werth 1 annelimen, ist, so yiel ich weiss, das 
einzige, was bisher in zaUentheoretischer Beziehung Ton 
diesen Polynomen bekanntgegeben wurde. 

Es soll nun hier zunächst gezeigt werden, dass diese 
Polynome auch die bemerkenswerthe Eigenschaft besitzen, 
dass, wenn x irgend eine ungerade ganze Zahl ist, 
sie selbst ungerade ganze Zahlen sind. 

2. Die Polynome X» genfigen bekanntlich der Differential- 
gleichung 

{l~«»)^-2a;^ + n(« + l)i» = 0 IL 

Diflerentiirt man diese Gleichung wiederholt und setzt 
sodann in diesen Gleichungen o; = 1, so ergiebt sich sofort 
die Relation 

^ (w— w+1) (n+m ) Xn 
2 m d af*"* 

und hiemit, da = 1 für a; = 1, 

dXn_ n(n+l) Xn ^ («— 1) n (n + 1) (n+ 2) 
dx 2 ' dx^ 2*3 

(g»X._ (n-2)(n-l) ..(n + 3) 
dx' ^ 2-4.6 ®* 

Mittels dieser Werthe erhält man die Entwicklung 

X, = l + (X- 1) + (''-l) « (>'+l)( »«+2)(a;-l)' 

2 2*4 1 «2 

1.2.3-.2n (ic— 1)" 



+ ..+ 



2*4*6"2n l*2-3**n' 



sagt er hier, „dass sämmtliche Coefficienten mit 4" multiplicirt ganze 
Zahlen sind"*. Diese Angabe iat nicht genau. Denn man beweist leicht 
mittelst dem in 4 angegebenen Verfahren, dass die Coefficienten der 
Formel 1 höchstens 2'<~i im Nenner haben. 
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welche sich moch aebreiben Hart 

Y + 1 ) X -1 (ii-l)w(/^4-l)(ti-f 2 ) /.r 1 Y 

( w^2)(n - 1 ) . . . (i i-i-3) /£7-J V4. 
"** 1».2».3» " V 2 / * " 

Die Goeffidenteo von (^ ^^ dieser Eniwicklang 

wollen wir mit Ä'u bezeichnen, so daes 

wo allgemein 

Setzt man in dieser Reihe — x statt so hat man 

zugleich 

nnd wenn man in 1) x+2 statt x setzt, 

X.,^-l + ^"(^+i)+^«(^^)+... (4) 

Also ist auch 

i(i>» + (-!)•«- 1 +j!r(!±i)' 

J (5) 

1 Äw« - (- ly X,) = Ji' (^tl) 
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Ans Oleichong 3) folgt sofort f&r ««1, daas die 
GoefBcienton An der Relation genfigen 

3. Es soll nun bewiesen werden, dass die Coefficienten 
An sämmtlich ganze gerade Zahlen sind.^) 

fliesn haben wir zonfichst zn fragen, wie oft eine ge- 
gebene Primzahl $ in dem Produkt 1'2'9'"N enthalten ist. 
Diese Frage ist schon von Legendre') beantwortet. Ist 

nämlich ^ die grösste ganze Zahl, welche in dem Bruch 
N 

enthalten ist, so ist die gesuchte Zahl, d. i. der Exponent 

der höchsten Potenz von Ö, welche in 1 • 2 • • • ^ enthalten 
ist, durch die Formel gegeben 

wo die Reihe fortzusetzen ist, bis der Nenner ^ grösser 
als JV wird. 

Theilt man nun N in zwei oder mehrere ganze Zahlen, 
z. B. in die drei Zahlen n, n, n", sodass ifasfi-l-n-f-ii", 



1) Setzt man in den Gleichungen 1) 3) x = cos a, — ^ — = sin* - o, 

_E_ sco8*-o, BO werden dieselben 
8 2 

2„(co8a) = l-iiJ>ttn«ia + i4jf>Bin*la h'*- 

(— 1)* (cos o) = 1 — -4^ * cw'^ s « + -^^^ CO«* 5 « — + • • • 

In dieser Form ^ind die Gleichungen l&ngst bekannt und schon 
von Dirichlet gegeben worden (Grelle J. Bd* XVII). Aber man seheint 
nicht bemerkt sn haben, das« die Coefficienten dieser Reihen sftmmtp 
lieh ganse Zahlen sind, was allerdings aoeh wenig Interesse bietet^ so 
lange man die Polynome X nur Utar Werttie Ton «<1 betrachtet. 

2) Legendre, Th^rie des Nombies, 8»* ^ 1880^ T. I p. 10. 
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80 ist klar, dass ^{^) nicht kleiner sein kann als E (^^^ 

'\- -\- e(^^; wohl aber kann es grOsser als diese 

bumme sein; denn bleiben bei der Division von «, n\ n" 
durch ö* die ßeste a, y und ist « + + tf*, so wird 

Ey-^J uui 1 oder uuch 2 grösser sein, als diese Summe. 

Hieraus folgt, dass fiClr irgend eine Primzahl 6 

s^e)>£^G)+2i;i^(;)+L^(;) 

die Summen auf die Potenzen von 6 ausgedehnt, die in N 
enthalten sind. 

Hieraas folgt unmittelbar der Satz^): In dem Ausdruck 



wo Nssn-{- n + n + 



ist jede in dem Nenner enthaltene Primzahl wenig- 
stens ebenso oft im Zähler enthalten als im Nenner 
und der Ausdruck stellt mithin eine ganze Zahl dar. 

Der Coefficient AÜ^ kann nun auf diese Form gebracht 
werden, nämlich 

Ok) _ (n -f- Je) ! 

Es ist hier N=sn-\-k^ und diese Zahl ist in die 3 Theile 
n — ib, ft, zerlegt Also ist A^^ eine ganze Zahl. 

4. In dem besonderen Falle, wenn 0 » 2, istffirN^^ 

die Zahl 0 = 2^ — 1. Nun kann aber irgend eine Zahl N 
in der Form 

2«+ 2' 4 , p>a>r . • • 

dargestellt werden, und die Anzahl der Faktoren 2, welche 
in dem Produkt 1*2*3* • enthalten sind, ist also N^h^ 



l) ünter N! ist Mer das Produkt 1 «S* 8 • • • ^ zu Tenteben. 
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weno h die Anzahl der Glieder 2^, 2< • • in ist (Legendre 
a. a. 0. p. 12). 

Fragt luau nuu, wie oft der Faktor 2 ia 

n!n!n I ' ' 

vorkommt, so ersieht man, dass der ungünstigste Fall ein- 
tritt, wenn «, n\ «" selbst Potenzen von 2 sind, « = 2?, 
lt'=29, n"«2*', also iV^ = 2p -|- 2« -j- 2^ in diesem Falle 
ist der Faktor 2 nfimlich im Zähler und im Nenner N — 3 mal 

enthalten und die Zahl enthält den Faktor 2 gar 

nicht, und ist also eine ungerade Zahl. Eine Ausnahme 
hievon tritt ein, wenn zwei der Zahlen n, n\ n" oder auch 
alle drei «gleich sind; denn ist n=n"=2^, so ist N = 2p 
+ 29+^ und der Faktor 2 ist dann in dem Produkt 1 • 2 • • iV 
noch N — 2 mal enthalten, während er im Nenner n!n!n'! 
nur N — 3 mal enthalten ist Aher man sieht, dass ähnliches 
eintritt, sowie überhaupt zwei der Zahlen fi, n\ n gleich 
sind. Ist fls^n'ss» 2*+ 2*-|' * * * * Anzahl dieser 
Glieder 2*, 2* • • • so wird N! die Zahl 2 wenigstens t-mal 
öfter enthalten, als der Nenner n! n! n'l • ' und man kann 
daher obigen Satz dahin ergänzen: 

Sind in dem Ausdruck 

n!nln 1... ^ ' * * ' 

zwei (oder mehrere) der Zahlen n, n, n", gleich, 
so ist derselbe eine ganze gerade Zahl. 



Dieser Fall tritt ein bei demGoefficientenili»'=: 



(n—k)fk!k! 

und fulglich ist dieser Goefficient immer eine gerade Zahl. 

5. Setzt man in den Gleichungen 1) 3) für j; irgend 
eine ungende ganze Zahl, s 2 y + I, so werden dieselben 
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(—1)» i£,etrfi)- 1 - (y + 1)+ (,+ 1)»+ J (7) 

woraus die in Nr. 1 angegebene Eigenschaft dieser Polynome 
henrorgeht, dass sie ganze angerade Zahlen werden, 
wenn füro; irgend eine ungerade Zahl 2y+l gesetzt 
wird. Zugleich ersieht man, daas dieselben sowohl nach 

Potenzen von ij, als auch nach Potenzen von in 

ganzzahlige Reihen entwickelt werden können. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich ferner, dass für 

ftlr irgend welche Indices n, n immer darch y theilbar ist, 

und ebenso, dass, je nachdem n gleichartig oder ungleich- 
artig sind, im ersten Falle 

im zweiten 

dnrch y-i-l theilbar sind. 

Aus den Gleichnngen 5) folgt für x=^2y — l 
1 



2 (XH(arfi) + (— 1) 3:„(2y-i)) 



(8) 



woraus ersichtlich, dass auch 

J£*t2»f 1) — (—1)" X»(2|f-1) 

immer durch y theilbar ist. 

Wenn nun aber a; eine gerade Zahl ist, so zeigen die 
Gleichungen 1) und 3), dass sich Xn nur ausnahmsweise 
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auf eine ganze Zahl reduciren wird.^) Da das höchste Glied 

der Reihe 1) A}»^ (~2~) ^ steht darin 2** im Nenner; 
aber 

nl nl 



hat, wenn n « 2^ + 2* 2' -|- • • mit i-Gliedern ist und also 
2 M = 2P-^^ + 29+1 ^ 2''+i + nach Nr. 4 (2 n — i) — {n—i) 

— (fi-^<)«i Faktoren 2, so dass in (^2~) ™' "^^^ 

2*"»' im Nenner bleibt. Nur wenn n eine Potenz von 2 
ist, also i =s 1, bleibt noch 2""^ im Nenner. Das vorletzte 

Glied Ai!~'' i^^y^ ^^^^ j®^®"^ höchstens 2—2 

im Nenner behalten; das drittletzte höchstens nur 2""* u. s. f. 

Man sieht also, dass, wenn x eine f^erade Zahl ist, X„ höch- 
stens den Nenner 2'»~i haben kaiin; dies wird aber nur 
eintreten, wenn n eine Potenz von 2 ist; in allen andern 
Fällen hat X„, wenn x eine ganze gerade Zahl ist, 2**"^ 
oder eine niedrigere Potenz von 2 im Nenner. 

6. Da, wenn n gerade, nur gerade Potenzen von x 

enthält, und dasselbe von ^ gilt, wenn n ungerade, so lassen 

sich diese Polynome auch nach Potenzen von — 1 ent- 
wickeln. Man erhält für gerade n 

WO 

ji)_ n(»-i-l) ^(2) (n-2)« (n+l)(« + 3) 
1 = T 1 • • * 

1) Dies tritt s. B. ein fQr ns=s. 



Digitized by Google 



O. Bauer: ü^er Legendr^tche PoiifnofM, 851 

allgemein 

(*) _ (n-2k+2)(n-2k+4)' n - (w+ l)(n-i-3)" (n-f 2A:-1) 
— 1».2».3>-.*» 

Für ungerade n 



wo 



fcO) + 2) wo, («-3 )(n-l ) (»+ 2)(«+4) 
On p , = ja 2» 

allgemein 

Die Goefficienten a, 6 in diesen Reihen sind 
ebenfalls sämmtlich ganze und gerade Zahlen, wie 

sogleich gezeigt werden soll. 

x"^ 1 

Setzt man x 2y+ 1, so wird — . — = y (y + 1) «nd 

man erhält also, wenn x eine ungerade Zahl 2y-|-l ist, 
folgende ganzzahlige Keihenentwicklungen nach Potenzen 
▼on y(y+l)^): 



1) Für s 008 o eiliUt man ans don Gleichungen 9) 10) 
fBr gerade n 

X. (C03 a) = 1 - «;;> V (^y - + • • ± V C^)" 

fOr ungerade m 

2, (CO. .) = CO. a {l - fcSI' (?'-°-^) V e (^) - + • • 

±<'?\5i|f)-j 

niese einfachsten ^anzzah ligen F^ntwicklungen von A'^ (cosa) 
sind, so viel ich weiss, bisher noch nicht gegeben worden. 
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tSx gerade n 

^ = 1 + ai' ^ y (y + 1 ) + oif ^ y » (y + 1 )^ + - - • 

Q) ~ - (^^^ 

für ungerade n 



(12) 



Entwickelt man in 11) die Potenzen von (y + l) und 
vergleicht sodann die Reihe mit der Keihe 7) so ergiebt sich 

nnd allgemein 

— a« +U-i;«M -iU-2MM H — V\ 1 J«» ran l^^^ 



Da in diesen Recarsionsformeln der höchste Coefficient a 

immer den Faktor 1 hat, so berechnet sich hieraus air''\ resp. 

off^'^^ durch eine Reihe der mit ganzen Goefficieiiten. 
Also sind auch die a ganze gerade Zahlen« 

Die Vergleichnng der Coeffieienten yon und in 

den beiden Reihen 7) und 11) liefert 

c -4."', 1«;' =4"-". 

wQiaiis 

4"-"-|X"> (15) 

sich ergiebt. Das Bildungsgesetz der ii« zeigt, dass diese 
Relation in der That stattfindet, nnd zwar f&r gerade nnd 

ungerade n. Es ist also auch -4?"^^ immer durch n theilbar. 

Dies ist aber nur ein specieller Fall des allgemeinen Gesetzes, 

dass Äir^^ immer durch h theilbar ist (Nr. 7.) 
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Ebenso giebt die Vergleicbuug der Reihe 12) mit der 
Reihe 7) Recursionsformelii für die Berechoong der 6« aus 
den An; dieselben sind wegen des Faktors x=2y-i-l etwas 
complicirter als die Formeln 13) haben aber mit diesen die 
Eigenschaft gemein, dass der höchste Coefficient in den- 
selben den Faktor 1 hat. Man erhält also für die Coeffi- 
cienten 5„ ebenfalls eine Keihe der A„ mit ganzen Coefficienten. 
Also sind auch die 6» ganze gerade Zahlen. 

Speciell ergieht sich 
und ans der Yergleichnng der Goefhcienten von und jr» 

Hierans folgt zanächst wieder die Relation 14); Horner fftr 

den letzten Coefficienten 1» 

Hiebet ist zn bemerken, dass, wie wir in Nr. 5 sahen, 

A^t^^ immer den Fakixjr 2 mehrfach enthält, ausgenommen, 
wenn n eine Potenz von 2 ist. Dieser Fall Ist aber liit-r aus 
geschlossen, da io der Reihe 12) n eine ungerade Zahl ist; 

also ist 6» ^ aneh eine gerade Zahl. 

7. Bildet man aus den Gleichungf^n 7) die Differenz 
Xn^i — so trennt sich in den Coefhcienten der Faktor 
2 n^- 1 los and man erhält für x^^y-i-l 

- = 2 + tiL'^ j^* 4- ai' V + • • • ^ ^ ^ , 

18M. MaÜL-pbya. CL l. 88 
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oder auch 

- x„_i) = 2 ^ 1) - C (y + 1)» 

wo von k^2 tai 

(n-^-i-3) •.(»-f-^'-l) 
— l».2»-3*-Ä;» 

Dass trotz der Abtrennung des Faktors 2??-j-l ans der 

Differenz -^J^i — ^If-i diese Coefficienten wieder ganze 
gerade Zahlen sind, lässt sicli auf folgende Weise zeigen. 
Die Polynome X genügen der Relation 

(n + l) X^^i _ (2 M + l j ^ + " X^^i == 0 III. 

Hieraus zieht man leicht 

(2»n - „ 

Ist eine ungerade ganze Zahl, so sind die Zahler der 

Brüche auf beiden Seiten ganze gerade Zahlen; und da 
2 n 4- 1 und n -f- 1 keinen Faktor geniein haben, so folgt, dass 

X^i — Zh-1 durch 2 »+ 1 
X«_i durch it+l 

theübar sind, wenn x eine ungerade Zahl. Da also die 
Reihen in den Gleichungen 16), 17) fttr alle ganze Zahlen p 
ganze gerade Zahlen darstellen, so ISsst sich schliessen, dass 
auch die Coefficieuten % ganze uud gerade Zahlen 
sind. 

Dies lässt sich aber auch mittelst des Satzes in Nr. 3 
erweisen. Denn es ist 

l^k)^ (n±k ~ IV 

2^ {n—k^l)nc!{k-\)! 
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Nun sagt der Satz aus, dasä / li^tr, eine ganze Zahl 

n! n ! n ! ^ 

ist, wenn N= n + n + n". In ^ 1?* ist JV« n + k — 1, 

aber die Summe der drei Zahlen im Nenner ist M-|-Ä=^+ 1. 
Der Satz lässt sich also nicht unmittelbar anwenden. Aber 
wenn eine Primzahl B die Zahl k theilt, so theilt sie 
k — 1 nicht nnd ist also ebenso oft in Qc — 2)/ enthalten, 
als in (^—1)/; theilt B aber k nicht, so ist B jeden- 
falls ebenso oft in (Ä — 1)/ enthalten als in k! Man kann 

daher bei der Bestimmung wie oft eine Primzahl 0 in ' 

als Faktor .steht immer die Summe der drei Zahlen ini Nenner 
um 1 verrint^ern, d. h. auf jV reduciren, und sodann wie in 
in Nr. 3 schliessen, dass jede Primzahl wenigstens so oft im 
Zähler steht als im Nenner. iBt also eine ganze gerade Zahl. 

Hieraus ergiebt sich auch eine Eigenschaft der Coeffi- 
cienten An- Denn die Vergleichung der Ausdrucke für X» 
und liefert 

und, da ^ 9n eine ganze Zahl, so folgt, dass die Zahl Äi~^^ 

durch k theilbar ist. 

8. Bekanntlich giebt s~~~l"T Integral 

TOD Xm, 80 genommen, dass es für « as 1 verschwindet, d. h. 
es ist 

Die Gleichungen IG) 17) zeigen also, dass dieses 
Integral von ebenfalls eine ganze Zahl ist (und 
zwar eine gerade), wenn m eine ungerade Zahl 2^+1 i^^i 
und geben die Entwicklung dieser Zahl nach Potenzen von y 
oder y+1. 

28* 
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Man kann auch die (xleichungen 11) und 12) ]>e- 
nützen, um eine Kntwickiang des Integrals nach Potenzen 
▼OD y(if-^l) zu erhalten. 

Es ergiebt sich dann für a; = 2y-|'l, wenn ft un- 
gerade 

(18) 

+ (S'y^(y+ 1)^ + • • + a. ' y ' iy+l) ' 

wo 

l%,2% ' 0» — ^ i».2».3» 

und allgemein von 9,n 

(«-2 frf 3) (n~2 A;+ 5 ) • (» - n • (»+ 2) (m4-4) • • (n+2 A;-2) 

Wenn n gerade 

+ 6? / (»+ 1)'+ • • + t>. / + 1)*} 

WO 

,2)_, (n-2)(n+3) ,3)_. (n-4)(n-2).(n+3)(n+ 5) 
und allgemein von A;»2 an 

faCfc)_-oT, (n-2k+2)in-2k+iy - (»-2)-(»+3) (?t-h5)-(w+2w-l) 

Auch hier lässt sich wie oben (Nr. 6) erweisen, dass die 
Coefficienten ai*\ l^*^ sämmtlich ganze gerade Zahlen sind. 
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9. Da der Differentialquotient toq durch die t'ormei 
^ = (2 n- 1) + (2 n-5) Z,_2 + ... 

gegeben ist, so folgt, dass, wenn x eine ungerade Zahl ist, 



auch 



eine ganze Zahl ist, und man sieht, dass sich 



diese Eigenschaft auch auf die höhereu Diü'ereutiali^uotienten 
von Xn überträgt. 

Das Polynom X„ hat also die merkwürdige Eigen- 
schaft, dass, wenn x eine ungerade ganze Zahl ist, 

nicht nur Xi, selbst, sondern auch J^X^dx und alle 

1 

Differentialquotienten Ton ganze Zahlen sind. 

10. Es möge nun hier noch eine Tabelle der Ent- 

wickhuigeii von X„ nach den GleiclmnL^^ni 7), 11), 12) und 
vou Xndx nach den Gleichungen 16 — 19) folgen. Es ist 

darin auf der linken Seite immer x durch 2ty-{-l zu ersetzen. 



l + 2y 
l-2(y+l) 

l 6 ij ßy^ 

1 - ö(y+l) + G(y+l)'» 

1 4- 12 + 30 + 20 

l_12(y+l) + 30(y+l)*-20 (3/+ 1)3 

1 + 20 y + 90 + 140 + 70 y* 

1 - 20(y+l)+90(y+l)»-140(y+l)»+70(y+l)* 

1 + 215y+3-70-f/» + 4110?/3-f 5.126?/*H-0-42^/» 
1 + 2-21y»+3-140-y+4420y3-i-5.oaoy+ö-462y 

+ 7132.y« 

1 + 2- 28 y + 3 252 + 1050 * y> + 5-2310 - 

+ 6-2772 y + 7.1716-y« + 8.429.y' 
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^^-l + 10y(y+l) 

X, - 1 + 20y 1) + 70^/» (y+ 1)» 

1 + 28 y (y + 1 ) + 1 26 3, Vv/ + I )» 

Ae = 1 + 42 y (y + 1) + 378 (y + 1)» + 924 y» (y + 1)« 

= 1+ 54 y (y + 1) + 5U4 (y + 1)* + 17 16 (y + 1)^ 

X,«: 1 -f-72y(y+l)-f- 1188i/»(^+l)> + 08f)4f/M.vf 1)' 

+ 12870 1/ 

J(JC,-.X,)-2y+2y» 

«2(y+l)-2(y+l)* 

l(X,-XJ = 2y+6y»+4/ 

«2(y+l)-6(y+l)»+4(y+l)» 

«2(y+l)-12(y+l)»+20(.v4-l)' 

-10(y + l/ 

Q (^--^.) =2y+20yH(30/+70y*+28y» 

«2(^+1) -20(;y+l)»+(;0(;y+l)» 
-70(y+l)* + 28(|f+l)* 



t 

+f^X^dx 

fx^dxm^ 

- fx^dx 

fx.dx^ 
•\'f^X^dx 
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fx.dx^Yx (^6-^4) = 2y + 2.15f/»+2.70y»+2.U0j»* 

/ X, d = - ij) = 2 ^ + 2.2 1 y» + 2.1 40 y»+2420jr* 

* + 2-630 y» + 2-462 + 2 • 132 

jr'X,rf*-2y(y+l) 
jrx,<l»-(2y+l).2y(y+l) 
/J^<i* = 2y(y+l)+10 9»(y+l)» 

^ = (2 y + 1) [2 y (y + 1 ) + 1 4 (y + 1 )*] 

^Xjda? = 2y(y+l) + 28/(y+l)* + 84y^(y4-l)* 

j^*X.da; = (2y+l)L2y(y+l)+36y»(y+lf+132y^(i/+irj 

/J4(ix = 2i/(y+ 1) +54y> (y + 1)» +3%^^ (y+ 1)» 

+ 858y*(y+l)* 

♦ ♦ 
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Yenelehniss der eingrelanfeaen Drneksehriften 

Januar bis Juni 1894. 



Die verehr! ic Ii eti Ge.s«llBch;ift«'ii umi Institute, mit welchen unnere AkadMÜ« in 
Tauäcli verkehr steht, werden gebeten, nachstehendes Verzeiehnia« zugleich als Empftagl- 
Iwt tttfgi in g sa botnohtML 



Von folgenden Cteaellscliaften nnd Instituten: 

Geschichtsverein in Aothen: 
Zditsohrift. Band XV. 1893. 8^ 

Ohservatory iv Adelaide: 
Meteorological Observationa 1886-87. 1893. fol. 

Moyal Society of South Austraiia in Adelaide: 
Transactions. Vol. XVII, 2. 1893. 8^ 

Süddavische Akademie der Wissenschaften in Agram: 
Monnmenta. Vol. XXIV, XXV. 1898. 8^. 
Starine. Vol. XXVI. 1898. Bf*, 
Ljetopis. 1893. S». 
Bad. Band 116. 117. 1893. 

New -York State Library in Alhany: 
78— 75th annual Report. 1891-93. 80. 
State Libraiy BnUetin. LeRulatioii No. 4. Jannaiy 1894. 8". 

B%acf%8dier Verein in Aug^mrg: 
ZeitechriA. Jabrg. XX. 1893. 8<). 

NatimvissenschetfUic^ Verein in Augsburg: 
81. JBerieht. 1894. 8». 

Texas Academy of Science in Austin: 
Transactions. Vol. T, No. 2. 1893. 8°. 

Johns Hoykins University in Baltimore: 
Circulars. Vol. XIII, No. 109-112. 1894. 4». 
American Journal of HathematicB. Vol. XIV, No. 4. Vol. XV, No. 1—4. 
1892/93. S^. 

The American Journal of Phüologj. Vol. XUI. No. 4. Vol. XIV, 
No. 1—3. 1892/93. 8«. 
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American Chemical Journal. Vol. XIV, No. 8, Vol. XV, No. 1—7. 
1892/93. 80. 

Studies in historic a1 anrl political Science. Ser. X, No. 12. Ser. XF, 
No. 1—10. 1892/93. 8«. 

Untrer liitätshihliothek in Basel : 

Schriften der Universität :iug dem Jahre 1893/9t. 1» und 8®. 

Ilisiorisch-antiquarische Gcselhdinft in Basel: 

Beitrage zur vaterländischen Geschichte. N. F. Bd. IV, Heft 2. 1894. 8'. 

Natnrforschende Gesellschaft in Basel; 
Verband lunt^en. Hand IX, Heft 3. 1893. B«. 

Oenootschap van Künsten en Wetemchappen in Bataoia: 
Tijdschvift. Deel S6, afl. 4, 6, 6. 1698. 8^. 

Notulen. Deel XXXl, No. 1, 2. 1893. 8". 

Nederlandsch-Indi-ch Plakaatboek 1G02--1811. Deel XI. 1893. S». 
Dagh-Register gehouden in't Casteel Batavia Anno 1G64. 1893. 4^*. 

7C. srrhische Akademie <}er WissetiscJiaftcn in Belgrad: 

üeoiogijii Srbije von Johann Öchujowitscb. Heft 1. 1893. 4^. 

Glas. No. 41, 42. 1894. S^. 

Oodisohniak (Jahrbuch) 1889 n. 1890. 1690/91. ^, 

K. preuesitche Akademie der Wieeene^aften in BerUn: 

Corpus inscriptionnm latinanim. Vol. YIII. SappleaaLtam, faac 8. 

1893. fol. 

Politische Korrespondenz König Friedrichs H. Bd. XX. 1894. 8^. 
Sitzungsberichte. 1893. No. 89—63. gr. 8^*. 
Abhanolnngen ans dem Jahre 1892. A^, 

K. geoiog, Jicmdteantkdt tmd Bergakademie in Berlin: 
Jahrbuch fftr das Jahr 1892. Bd. XIII. 1893. 8". 
Abhandlungen. Neue Folge. Heft 2 mit Atlae in 4^ und Heft 9, 

Theil II. 1893. 8^ 

Physikalisch-technische Beichsanslalt in Berlin; 

Wissenschaftliche Abhandlungen. Bd. I. 1894. 4°. 
Ueber die Ziele nnd die Thfttiffkeit der ph78.>teclm. Beushsanstalt^ 
▼on Dr. Lämmer. 1894. 4". 

K. technische Hochschule in Berlin: 

Hermann RietHchel, Der Stand der wi.>9en8chaftiichen und praktisoheil 
Wohnungs-Hygieno in Beziehung zur Luft. 1894. 4". 

Deutsche chemische Gesellschaft in Berlin: 
Berichte. 26. Jahrg. No. 19. 20. 27. Jahrg. No. 1—11. 1893/94. 8«. 

Deutsche geologische Gesellschaft in Berlin: 
Zeitschrift. Band 45, Heft 3. 1893. 8^ 

Medizinische Gesellschaft in Berlin: 
Verhandlungen. Band XXIV. 1894. 8« 

Physik all sehe Gesellschaft in Berlin: 
Fortöchritty der Thjaik im Jahre 1887. 43. Jahrg. 3 Biüide. 1893. 8°. 
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Physiologische GescUschaff iu Berlin: 

Centraiblatt för Physiologie. Bd. Vil, No. 20-26. Bd. VIII, 1—6. 
1898/94. 80. 

Verbandlmigeii derpbysiolog.Geeellschaft. Jahrg. 1898~-94 No.2— 10. 

Kaiserlich <leutsche<^ archäologisches Institut in Berlin: 
Jahrbuch. Band VIII, Heit 4. Bd. IX. Heft 1. 1894. 4<». 

Geodätisches Institut in Berlin: 
Jahresbericht für 1802/93. 1893. S«. 

K. preuss. vieteoroloijisches I)iHlitut i>i Berlin: 
Deutsches meteorologisches Jahrbuch für 1890. Heft II, III. 1891—93. 4«. 
Ergebniue der BeolKkehtangen an den Stationen II. nnd III. Ordnung. 

1893, Heft n. 1804. 4r 
Ergebnisse der Niederschlags-Beobachtungen im Jahre 1892. 1894. 4^*. 
Bericht über die Thätigkeit im Jahre 1893. 1894. 8^ 

Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik in Berlin: 
Jahrbuch. Bd. 28. Heft 1, 2. 1894. 8^. 

Cowimimon für die Beeibadiiung des Venue- Durchgangee in BeHki: 

Die Yenna-Dnrehgfaige 1874 und 1882. Band V. 1898. 4^. 

Verein für Oeet^idUe der Mark Brandenburg in Berlin: 

Forschungen zur Brandenburgischen und PzeuMiichen Oeichichte. 
Band 7, I. Hälfte. Leii^zii^ 1894. 8". 

Naturwissenschaftliche Wochenschrift in BetUn: 
Wochenschrift. Band IX, Heft 1— G. 1894. fol. 

Zeitschrift für Instrumentenkunde in Berlin: 
ZeiftMlirift. 18.Jahig. 18^. Heft 12. 14. Jahrg. Heftl--6. 188^. 4^ 

Sehweiterische geologieche CommiesUm in Bern : 
BeitrSge m einer geologischen Karte der Schweix. Lief. YII mit 
1 Karte. Lief. XXI mit Atlas. Lief. XXH. Text 1898. 4^. 

Naturforschende Gesellschaft in Bern: 
Mittheilangen aus dem Jahre 1892. 1893. 8**. 

AUgemeine tehweizeris^e Gesellschaft für diegeeammten Ifaturwissenr 

Schäften in Bern: 
Neue Denkschriften. Bd. XXXIII, Abth. 1. Basel 1893. 4P. 
Verhandlungen der schweizerischen naturforachenden Gesellschaft bei 

ihrer Vergammlung in Basel den 5.-7. Septbr. 1892, mit (ran- 

afiaischer üeberdetzum,'. Ba^el 1802. 8^, 

Geir>'riirsclnil'^ in Bistritz: 
XVni. Jahresbericht für das Schuljahr 1892/93. 1893. S^. 

S, Deputazione di atoria patria per le Procincie di liomagna 

Ml JMogna: 

M<»nmenti. Serie I. Statnti No. 3. Serie IT. Carte No. 1. Appendice 
ai Monumenti Ravennati. Tom. II, disp. II. Ravenna 1884— 86. 4^. 

Atti e Memorie. lU. Serie. Vol. XI, faac. 4-6. 1894. 4». 

La B. Depotanone di atoria patri« per le proiineie di Romagna dall* 
aime 1880 al 1884. 1884. 8*. 
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Universität in Bonn: 
Wendclin Frn«ter, Fieundesbriefe von Friedrieb Diez. 1894. 4**. 

Naturlustorischer Verein der prems. Bheinlande in Bonn: 
Verhandlunc^'cn. 50. Jahrgang. II. Hälfte. 1893. 8®. 

SocifHe de geographie commerciale in Bordeaux: 
Bulletin. 1893. No. 23, 24. 1894. No. 1—10. 8^ 

American Academy of Ärts and Sciences in Boston: 
Prpceedinga. Vol. 28. 1893. 4«. 

Public Library in Boston: 
Annoal Report 1883. 1894. 8**. 

Boston Society of Natural Metory in Boston: 
Proceedixigs. Vol. 26, part 1. 189$. 8^. 

Memoirs. Vol IV, No. XI. 1803. 4°. 
Occaaional Papers. No. IV. 1893. 8<>. 

Meteorologische Station in Bremen: 
Ergebnisse der meteori»lngis,'hen P.eobachtuiigen. 4. Jahrg. 1894. foL 

NatunrisseNschaftlidtcr Vereiy} in Bremen: 
Abhandlungen. Bd. XIIT. 1 und Extrabeilage. 1893/94. 8^ 

NatHrforscht n'ler Verein in Brünn: 
Verhandlungen. Bd. 31. 1892. 1893. S». 
XI. Bericht der meteorologischen OommisaioB. 1898. 8^. 

Äeaäimie Boyaie de Midedne in Brüssd: 
Bulletin. IV. Sörie. Tom. 7, Na 10, 11. Tom, 8, No. 1—6. 
1898/94. 8». 

Academie Itoyale des Sdences in Brüssd: 

Annuaire. 1894. 60" annee. 8". 

Bulletin. 63^ anntie. 3. Sörie. Tom. 26, No. 12, Tom. 27, No. 1—5, 
1898/94. Bfi. 

Soeiiti des BdUandistes in Brüssel: 
Analecta Bollandiana. Tom. Xni, fiwe. 1, 2. 1894. 8^. 

K. Vngarisd^ Akademie der WisssnsthafUn in Budapest: 
üngaruche Revue. 1893. Heft 10, 1894. Heft 1—4. gr. 8^. 

JT. Ungarisches gcologia^es Institut in Budapest: 

Mittheilungen. Band X, Heft 4. 5. 1894. 8". 
A m. kir. Földtani intiv.et e'vkönvve. Bd. X, Heft 5. 1894. 8«. 
Füldtani Kü^ilonv. Band XXXIU, Heft 9—12. Band XXXIV, 1-5. 
1898/94. 8P. 

Aeademia Somana in Bukarest: 

Budoxiu de Hurmuzaki, Documente privitöre la latoria Romänilor. 
Sappl. I, Vol. ö. Suppl. II, Vol. 1. Vol. II, part 4 und VoL 8. 
1893-94. 40. 

Anftlele. Serie II, Tom. XIV. 8ect. literar. u. Sect. scientlf. Tom. XV. 

Part, administrat. und Sect. literar. 1893. 4®. 
Etymologicum Magnmn Jäomaniae. Tom. III, 2. 1894. 4®. 
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Tngtituto metefjrölftgiaf m Bukarest: 

Analele. Vol. VII. anul 1891. 1893. 4«. 

Botanischer Garten in BuUeniorg (Javaj: 

Ymlag omlraBi im iteat laads pftuteBtoiB te Bottauorg 
Over het jaar 1898. BaUwiM, 18M. 8". 

Meteorological Departewfnt of ' • ^! " ^ rnment of Inxiia in Calentia: 
In-lian MeU^orolopical Menioirä. V -i. VI, put 1. 1894. foL 
Kainfail l»ata of India 1692. Is^ö. foL 

Monthly Weather Review. Äuguat, September, October, November, 
Deeember 1898, ivaarj 1894. foL 

Meteorol.'.rriral <'»b-erratioM. Anjruft, September, October, Xorember, 
Decemlier Ib ^3. .Tanuary fol. 

A'-Tafi<- Sorif-fyj Bengfil in ('alcuitn: 

Journal. New Series. Vol. 62, No. 323, 327—332. 8®. 
ProoeedmK«. 1898 Nou 8, 9, 10. 1894 Na 1. 8*. 
Annittl AddreM. 7ih Febmaiy 1894. 8^. 

G*:olftgi^a\ Surcetf of Irnlia in Calcutta: 
Beomds. VoL XXVI, Xo. 4. Vol. XXVII, part 1. 1893/94. 4^. 

PhUogojitdcal Sffätty in Cambridge: 
Proceedintrs. Vol. &, Xo. 2- 1094- S^. 
Transacuons. Vol. XV, itui 4. 1894. 

Attnmomieäi Obferratttq/ at Jlarcard Cottege im Camhridft, Mau.: 
48tli ftimiial Beport for tbe year eading OeL 81, 1893. BP. 
Amiali. ?oL 2S, 29. 1893. 4^ 

3[useum of crpmparaitre Zooloqy at Harcard CoIhg< in Cambridge, Mate.: 
Bnlletin. Vol. XXV, No. 2. 3. 5, 6- l&»ßA. 8«. 
Anooal Beport 1892—93. Iö93. ö*. 

Acc4id€mia Gioerda di bcieme nAiuraJi in Catania: 
Atti. Serie IV, Vol. 8. 1693. 4« 
BoUettiiio. FMe. 38-85. 1893. 8«. 

Zeituckrifl „Iii*: Ojßtn Couri'' in Chi-cag*'': 

The <»peii C arL VoL VU, So. 325-350. VoL Vlil, 381—3». 
1693/94. 4«. 

Ztii'^hrift ^Tli* 3fom>-t^ in Cfucago: 

The Monist. Vol. 4, So. 2, 3. 1^94. B». 

^tlorMl GMMiittef c/Ifra JTor^X^ yardkate-ExpediUom 1876-1878^ 

im OmMiama: 

XXIL Zc>o}o«n Ophinroidea ved JameB A. Grieg. 1893. foL 

Kor^ke GTadmaaln'y>^- K »mnui-^iyfii < « Ckrietiania: 
VaadetMdaobMmtioner. H<>ft 5. 1B93. 4^. 

Chemiker -Zeitung 1Ö93, >'o. 92—104. 1>?94, No. 1-41. 44—47. 50, 
81. foh 

Unirerntat im CsermttHz: 

Vexxeicbnin ^er Torle^ünsr'^ii. S'.'mmer-Semf-ter 1891. 8*, 

Die fieäerik^ iauigtuatioo des lUn^Ufn um 4. Oktober 1&93. SP. 
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Jlistorischer Verein für dtts Grn.ssherzogthum Meaaen in Varnutadt: 
Quartal blätter. 1893 in 4 Helten. 8°. 

Academy of natural Sciences in Davenport, Jowa: 
ProceediDgs. Vol. V, pari 2. 1893. 8^. 

Ckiorado Sehntifie Society in Denver, Colorado: 
8 kleine Schriften. 1893. 8^. 

The (Juestion of a Standard of Value, by 0. J. Frost. 1893. S^. 
Tbe Mode of ocrnireiK o of gold in the ores of tbe Cripple Creek Di- 
strict by KiL-hard Pearce. 1Ö94. 8**. 

Verein für AnJudtisdie Geschichte in Dessau: 
MitCheilmigeii. Band 6, Tbeil 4. 1898. 8^. 

Gelehrte Ettniseihe GeseUetShaft in Dorpat: 
Sitzungsberichte 1803. 189 i. 8». 
Verhandlnngen. Band XVI, 3. 1894. 

Union giographique du Nord de Ja France in Douai: 
Bnlletin. Tom. 14. 3. et 4. trimestre 1893. 8^. 

lioyal Iriiih Acaderny in Dublin: 
Proceedinga. III. Ser. Vol. III, No. i, 2. 1894. 8°. 
Tranaactions. Vol. 80. part 6—12. 1898/91. 49, 

Boyäl Dublin Society in DubUn: 

The scientific Traniactiont. Ser. IL Vol. 17, No. 14, VoI.V, No.l— 4. 

1892-93. 4». 

The scientific Proceedinga. N. Ser. Vol. VII, part 5. Vol. VIII, 
part 1, 2. 1892—98. 

ScotHdi Mieroeeopical Society in EdivSburgh: 
Froeeedings. Session 1891—92 and 1892—98. 2 Hefte. 1891—98. 8^^. 

Soyal Society in Editdmrgh: 
Proceedinga. Vol. XX, pag. 97-lGO. 1893. 
Transactiona. Vol. 37, part I. II. 1893. 4« 

Gymnasium in Ki^enach: 
Jahreabericlit auf das Jahr 1893—94. 1894. 4«. 

K. Akademie yemeinnüUiger Wissetischaften in Erfurt: 
Jahrbücher. N. F. Heft» 20. 1894. 8<>. 

Setde Aeeademia d^ Chorgoßi in Florent: 
Ätti. Ser. IV. VoL XVI, 8, 4. 1898. 8». 

JB. Archicio di Stato in Florenz: 

I Capitoli del Comone di Firenie, Inventario e Begesto. Tom. 2. 

1893. 4». 

Senckenberyische naturforschendc GescUschaft in Frankfurt a. M,: 
Abhandlungen. Band XVIII, No. 2. 1894. 4P. 

Verein für Geschichte und Alterthumskunde in Frankfurt a. M.: 
Mittheilnngen über rOmiflohe Funde in Heddernheim. I. 1894. 4**. 

Naturunasenedtaftlid^ Verein in Frankfurt a, 0.: 
Helios. 11. Jahrg. No. 6-12. 1893/94. 8*^. 
Sodetatum Litterae. 1898. No. 8-12. 1894. 1-3. 8^. 
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Naturforschende Gesellschaft in Freiburg i.Br,: 
Berichte. Band Vll, 1, 2. Band VIII. 1893/94. 

Unirersität Freiburg i. d. Schweiz: 
Index lectionuin per laensea aestivos 1894. 8^. 

Oeffentlieke Bibliothek in Genf: 
Compte rendn pour rannte 1898. 1894. 8^. 

ItuHHa naHanäl Oeneoais in €hnf: 
Lea Chroniqaes de Genöve par Michel Rotei. 1894. 8^. 

Musco cirico (Ii ston'a 7iaturäle in Chnua: 
▲nnali. Ser. 2a. Vol. XIII. 1893. 8» 

Geological Societg in Glasgow: 
Tranflactions. Vol. IX, part 2. 1893. 8«. 

Oherlausitztschr Gesellschaft der Wissettscliaften in Görlitz: 
Nenes Lauäitzischeä Magazin. Band 69, Heft 2. 1893. 8°. 

K, Gesetlet^ft der Wissenschaften in Gottingen: 
Qelehzte Anzeigen. 1898. No. 90—26. 1894. No. 1—6. 8<>. 
Nachrichten. 1893. No. 15-21. 1894. No. 1, 2. Bfi. 

Lebensversicherungshank für Deutschland in Gotha: 
65. Rechenschaftsbericht für das Jahr 1893—1894. 4®. 

7'he Journal of Comparatice Neurology in Granville- 
Journal. Vol. III, p. 163-182. Vol. IV, p. 1-72, No. I— LXXX. 
1898. 80. 

Verein der AerMte in Steiennari in ChroM: 
Mittheilnngen. 80. Jahrgang. 1898. 8*. 

Naiurwieaeneelhaflilidier Verein für Neu'Vorponmem in GreifeweM: 
Mittheilungen. 26. Jahrgang. 1893. Berlin 1894. 8^. 

Fürsten- und Landesschn^ in Grimma: 
Jahresbericht 1893/94. 1894. 8". 

Haag'sche Genootschap tot verdediging van de chnstdüke Godsdienst 

im Haag: 

Werken. VI. Reeks. Deel V. Leiden 1894. Bfi. 

JT. IfUtHuui «oor de Tool-, Land' en VoHkenhtnde van Nederkmdedi 

Indii im Haag: 
Bgdiagen. V. Reeks. Deel X, aflev. 1, 2. 1894. 8°. 

Leopoldimeeh-Carolinisdie Deutsche Äkademie der Naturforscher 

in Halle: 

Leopoldina. Heft 29, No.21— 24. Heft 30, No. 1 — 10. 1893—94. 4^. 

Deutsche morgenländische Gesellschaft in Halle : 
ZeitBchrift. Band 47, Heft 4. Band 48, Heft 1. Leipzig 1893/94. 8^. 

UnioersUät Halle: 
Index lectionnm per aeataiem 1894 habendamm, nebet Verzeichnira 
der Vorlesnngen. 1894. 4*^. 

Thüring. 'Sachs. Geschichts- und Altcrthums- Verein in Halle: 
Neue Mittheilungen. Band 18. 2. Hälfte, Heft 1. 1893. 8^ 
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Naturwissentehafüieher Vwein für Sachsen und IJbdrtfi^en in Hälle: 

Zeitoehriftf&rNatlirwisseiischallten. Bd. 66. Heft 8, 4. Ltipäff. 1898.8^. 

Staät'Bibiiolhek in Hmnburff: 

Vt iliandlungen zwischen Senat und Bürgerschaft 1892/93. 4**. 
Handbuch der Hambur<jisrhen wissenschaftlichen Arbeiten TX Jalirc?. 

1891. 1. und II. Hälfte. X. Jahrg. 1892. I. Hälfte nebst Bei- 

lieft. 1891—98. 4fi. 
Mitiheilnngen ans der Stadtbibliothek. X, 1. 1898. 8^. 

Natwnoissen^^iofÜidter Verein in Hamburg: 
Veriiaiidlunjren III. Folge T. 1894. 8^ 

Ilistürischcr Verriu für Niedersochsen in Hannover: 
Zeitschrift. Jahrgang 16Ü3. 8«. 

Teylcr.'i Godgdeerd Getwotschap in Harlcm: 
Verhandelingen. Nieuwe Serie. Deel XIV. 1894. S». 

Teyhrs tweede Genootsthap in Harlem: 
YetliaBdeliiigen. ■ N. Beeks. Deel lY, stak 2. 1898. 8^. 
Jacob Dirks, Atlas behoorende bij de beachr^Ying der Nederlandache 
PenningeD. Stuk 4. 1893. fol. 

SocieU HoUandaise des Scievces in Harlem: 
ArchiyeeNderlandaises. Tom. 27, livr. 4, 5. Tom. 28, livr. 1. 1894. 8". 

Historisch-jiJiihsopJuschcr V^'rei)^ in II( Idelberg: 
Neue Heidelberger Jahrbiu her. Jahrgang 4. Heft 1. 189t. 8°. 

Naturhistorijich-medici nischer Verein in Heidelberg : 
Verhandlungen. N. F. Band Heft S. 1894. 8^. 

Jn^Hut miUorologique eenfrol m Hdtingfors: 
ObeerrationB. Vol. VI~V1II, Htt. T. Vol. XI, livr. L 1898. 4«. 
Obeervation« m^t^orologiques 1881—1888 in 4 Voll. Knopio. 1898. fol. 

Verein für siehenhürgische Landesl-unde in Hermann^a^: 
Archiv. N. F. Band 26, Heft 1. 1894. 8«. 
Jahresbericht für das Verein^ahr 1892/93. 1693. 8^. 
Die Eener Abtei, von Lad. Heissenberger. 1894. 4^. 

Misiorisdter Verein in und für IngoltUtdt: 
Sammelblatt. XVm. Heft. 1898. 8P. 

MedieimsdMtaturwissemehafÜidte OeseUsthaft in Jena: 
Jenaische Zeitschrift fQr Natarwiaaeaacliaft. Band 28, Heft 2, 8. 
1898—94. 8^ 

Kais. Universität in Kasan: 
Utschenia Sapiski. Vol. 61, No. 1—8. 1894. 8*. 
2 Diseertationen von Krasin and Agababon. 1898. 8<*. 

Verein für Naturkunde in Kaead: 
89. Bericht fiber die Jabre 1892—94. 1894. 8^. 

Universität in Kkarkow: 
Sapiski. Vol. 4. 1893. 8«. 
Annales. 1894. Fase. 1. 8^ 



Digitized by Google 



Vergekhm$8 der emgtiawfemen Drudsstkrifien, 



369 



Sectioti mcdicale de In Societe de.<< scienees experim. in Kharkow: 
Trudy. 1801. Teil II. 1892. Teil I. 1803. Heft I. 1892-94. 8«. 
Gesellschaft für Sehl esicifj-Ifolstein-Lauenburgische Geschichte in Kiel: 
Zeitachrift Band 23. isos. 8^ 

K. Universität in Kiew: 
laweat^a 1898. Band 88, No. 12. Bund 84, No. 1-4. imyd4. 8». 

AeriMidhnaturwiuensdUißlieker Verein In lOaueenhvrg: 
ErteutO. 4 Hefte vom Jahre 1893. S'^. 

. 1. Abtheilnng. Band 18. Heft 2. 3. 1894. 8^. 

Stadtarchiv in KUn: 
Mittheüanj?en. Heft 24. 1893. 8». 

K. Akademie der Wissenschaften in Kopenhagen: 
H^moires. 6. «^rie. Section des Lettre». Vol. III, No. 3. 1894. 4®. 
Regesta diplomatica historiae danicae. 8er. II, tom. 2, faac. 2. 1898. 4<*. 
Oversi^. 1893, No. 2, 8. 1894, No. 1. 1893-1894. 8» 
Skrifter. Naturvidensk. Afdelinj,'. Hand VII, No. 8, 9. 1893. 4°. 

Gesellschaft für nordische Alterthumskunde in Kopenhagen: 
Memoires. Nouv. S<;rie 1892. 1893. 

AarbOger. IL Baakke. Baad Vm, Heft 8, 4. Band IX, Heft 1. 
1893/94. 80. 

Akademie der Wissenschaften in Krakau: 
Anzeiger. 1893, December. 1804, Januar, Februar, April, Mai. 8^. 
Sprawozdania komiävi biätor. Öztuki. Toiu. V, tasc. 3. 1693. fol. 
Rozprawy wydz. filolog;. Tom. XIX. 1898. 4^. 
Acta rectoralia universitatis Cracoviensis. Tom. I, £iac. 2. 1898. 4^ 
Kocznik. Rok 1892,03. 1893. 8«. 
Biblioteka pisarzöw polskich. Tom. 25—27. 1893. 8^. 

Botanischer Verein in Landshut: 
18. Bericht fiber die Vereinsjabie 1892—98. 1894. 8^ 

SoeUti Vaudoiee des seieneee natwrdlea in Lausanne: 
Balletin. HI. S^r. Vol. 29, Ko. 118. Vol. 80, No. 114. 1898. 8». 

MaatsduippH van Nedeiiandseke Letterhunde in Leiden: 
TüdBcfarift. Deel Xm, Aflev. 1, 2. 1894. 8^. 

Observatorium in Leiden : 

Gatalo^e de la Bibliotbeque de TObaeryatoire. Supplement Iii. 

'sGravenbage 1893. S». 
Verslag. 1891—92 et 1892—93. Leyde 1892—93. 8^ 

K, OeseRechaft der Wissensdwften in Leipzig: 

Berichte. lfatheni.*phy«. aasae. 1898, No. VII, VUT, IX. 1894, I. 

1894. 80. 

Bericbte. Philolog.-bistor. Classe. 1893. II, III. 1894. 8". 
Abhandlungen der mathem.-phys. Classe. Bd. XXI, I. 1894. 4**. 
, dei phll08..hi8t. Classe. Bd. XIV, 5. 1894. 4^ 
Astronomische OeseUschaft in Leipsig: 
VierteUahzwchrift. Jahrgang 28. Heft 4. 

29. , 1. 1893/94. 4°. 
im, Xatlu-phT». eis. 24 
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Journal für pndtitiche Chemie in Leipzig: 
Journal. Neue Folge. BaDd 4b, Heft Ö— 12. 

• 49, . 2-9. 1898/94. 8^. 

Verein für Erdkunde in Leipeig : 
Mittlidlungen 1893. 1894. 8^. 

Museum FramecihCüardlinum in Imu: 
52. Bericht. 1894. 8» 

Socictr philnsophique in Loewen: 
Bevue N^o-Scolatisque. I. Ann.'e, No. 1. 1894. 8°. 

üniversiU catholiiiue in Loewen: 
Annuaire 1894. 8*». 

Recneil de travaux publius par les membres de la conförence d'histoire. 
Faae. 4, 6. 1891 1893. B». 

Zeitschrift „La Cellule" in Loewen: 

La Cellulc, Recueil <le Cytologie et d'bistologie gän^rale. Tom. X, 
fasc. 1. 1894. 4". 

Royal InstüuUim of Great Britain in London: 

Prooeedings. YoL 14, pari I. 1891. 8^ 

The Bnglieh Hietorieal Beview in London: 

Review. Vol. IX, No. 88, 84. 1884. 8^. 

Fin/al S/iciety in London: 

Proceedings. Vol. 64. No. 326, 329, 880. Vol. 66, No. 331, 332, 333. 
1894. 8^. 

S, Astronamieäl Society in London: 
Monthly Notices. Vol. 54, No. 2-7. 1898/94. 8P. 

Chemieal Society in London: 

Proceedings. Session 1893—94. No. 131 — 140. 1894. 8". 
Journal 1893. Supplement Number. 1894. No. 374—379. (Jan. bia 
June.) 8^. 

List of the Officera and Feltows, April 1894. Bfi, 

Oeologieal Society in London: 
The quarterly Journal. Vol. 49, part 1—4. 1893. 8**. 
List November Ist 1893. S». 

Medical and chirurgical Society in I^ondon: 

Jidedico-chirorgical Transactions. Vol. 67. 1892. 8*^. 

1{. Microscopical Society in London: 

Journal. 1894, part 1 - 3. 8<'. 

Zoological Society in London: 

Pcoeeedings. 1893, part IV. 1894, part I. 8**. 
Transactions. VoL 18, part 8. 1894. 4P, 

Zeitschrift „Nature" in London: 

Nature. Vol. 49, No. 1255 — 1267, 1269, 1271 — 1278. Vol. 60, 
No. 1279—1284. 181)3/94. l». 

7^. Accadcmia delle scieme in Lucca: 

Atti. Tom. 27. 1893. 8P. 



Digitized by Google 



Veneidmiai der eimgeUmfmem Drudt9tk HfU n, 



371 



Siycieti geoJofjique de Bfloi'ine in lAUtieh: 
Annales. Tom. 20, üvr. 1. 2. 1892/93. 8". 

Universität in I.und: 
Acta Universität is Lundensis. Tom. 29, Abth. I, \\. 18U2/D3. 

Institut Grand-Dncal in Luxemburg: 
Publications. Tom. XXII. 1893. S». 

Universite in Lyon: 
Annales. Tom. VT, Ümc 8, 4. ?mm 189S und Lyon 1894. 8P. 

WUeantin Äeademy of 8eienee$ in Madkmi 
Tnuiiaetioiu. Vol. DE, part 1, 2. 1898. 8^ 

WeMum Obsetvaioiy in Madiaon: 
PabHoationa. Vol. Vin. 1898. 4^. 

The Government Attronomer in Madraa: 
MadnM Meridian. Circle Obsemtionfl. Vol. VII. 1894. 40. 

Beal Äcademia de la hifitoria in Madrid: 
Bolefeiii. Tomo XXIV, No. 1—6. 1894. 8". 

Societn Stnrica Lomharda in Mailand: 
Ar^vio sfcorico Lombardo. Anno XX, fa.sc. 1. 1893. 

, , „ Serie III. Anno XXI, tasc. 1, 1894. 8". 

Societä italiana di scienze naturcUi in MaUand: 
Atti. Vol. 34, fasc. 4. 1894. 8«. 

LUerary and pkHotopMeal Society in MmnAegUr: 
Memotn and Pioceedings. Vol. 7, No. 2« 8. Vol. 8, No. 1, 2. 
1898/94. 

Faeultt des scicnces in Marneüle: 
Annales. Tom. 8, faac. 4. 1894. 4^. 

Tuft's College in MassachuaeUa : 
Tafte College Studies No. 1. 1894. 8". 

Hentif herrischer (dterthums forschender Verein in Meiningen: 
Nene Beiträge zur Geschichte deutschen Alterthums. Lief. 12. 1693. 8*** 

F&reten- und Landesschiäe St, Afra in Meissen: 
Fertacfarift nur Feier ihres 850jährigen Beeiebeni. 1894. 4^ 

Seieniifie Aßsodatitm in Meriden: 
Tnuaaioni. VoL 6. 1898. 8». 

Acadimie in Mets: 
U4moam. 8. 8^ Ann^ 20. 1890-1891. 1898. 8^. 

Gesellschaft für Lothringische Geschichte und AUtrtumekunde in M^»l 
JabrtNMb. & Jabig. 1898. I. H&lfte. 8<^. 

Obgercatorio meteorologieo central in Mixieo: 
£1 Clima de la ciudad de Mexico por Mariano Bdrcena. 1898. 8". 

Sociedad cientifica Antonio Alzate in Mexico: 
Memoria« j Bevista. Vol. VII, No. 3-10. 1893/94. ^, 
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Sodedad de hisloria natural in Mexico: 
La Natural«». Tl. Serie. Vol. II, cuad. 3 y 4. 1892. fol. 

Regia Accademia di scienze in Modena: 
Memorie. Serie II, yol. 9. 1698. 4<^. 

heneäXktintit'ÄhUi in Mwiteeanina: 

Pauli Warnefridi in sanctam regulam comment. 1880. 4®. 
Spicalegium Gaainense. Tomus I. 1893. fol. 

SociMe Imperiale des Xaturalistes in Moskau: 
Bulletin. Annöe 1893, No. 1. 1894, No. 1. 1894. 8» 

Deutsche Gesellschaft für Anthmpolofjie in Berlin und München: 
Korrespondenzblatt. 1893. No. 11, 12. 1891. No. 1-6. 40. 

K. Tecli /tische Hochschule in München: 
Peraonalstand. Somm.-Sem. 1894. 8°. 

Metropoiüan-Kapitel in München: 
AmtsbUtt för die EnsdiOoese. 1893. 1894. No. 1—12. 8^. 
Schematiamiia der Geistiidikeit för das Jahr 1894. 8^. 

Universität in München: 
Schriften der Universität München. 1893. 4« u. 8«. 

Historischer Vereiti von Oberbayern in Mündten: 
Monatsschrift. 1894. No. 1—5. (Jan.— Juni.) 8« 

Kaufmännischer Verein München: 

20. Jahresbericht. 189 i. 8«. 

Verein für Geschichte und Älterthumskunde Weatfcdem in Münster: 
Zeitschrift. Band 61. 1893. S^. 
Erg&ntnngshefte. I. Liefemng 1. 1898. 8^. 

Äceademia deUe scieme /iaiefte e matemati^ m Neapti: 
Rendieonti. Serie 2a. Vol. YII, fiuc. 8->12. Vol. YIII, fiwc. 1—6. 
1893/94. 4P. 

Historischer Verein in Neuburg: 
Neaburger Kollektaneen-Blatt. Jahrg. 56. 1892. 1893. 8^. 
Ncrik of England Imtitute of JEngineers in Newcastle-upon-Tyne: 
TransaetioDS. Yol. 42, part 6. Vol. 48, part 2. 8, 4. 1898. 8^. 
An Account of the Strata of Northnmberland and Dnrham. 8-T. 
1894. 80. 

The American Journal of Science in New-Haven: 
Journal. Vol. 47, No. 277-282 (Jan.— June). 1894. 8P. 

American Oriental Society in New-Haven: 
Jonnial. Vol. XVI, No. 1. 1894. Bf^. 

Aeademy of Seieneea in New'Tork: 

Annais. Vol. VIII, No. 1-3. Vol. VII. 6-12. 
Vol. VI. Index 1894. 1898/94. 8". 
American Museum of Natural Mittory in NevhYork: 
Bulletin. Yol. V. 1Ö93. 8^. 
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American Chemical Society in New- York: 
The Journal. Vol. XV, No. 12. XVI, No. 1-5. Easton. 1893/94. 80 

American Oeographical Society in New- York: 
Bulletin. Vol. XXV, No. 4, fMurt 1, 2. 

Vol. XXVI, No. 1. im/H. Bf*, 

Oermanisdtea Natkmalmuaeum in Nürnberg: 

Anzoiger. 1893. 80. 

Mittheilungen. .lahrf?. 1893. 80. 

Katalog der Gemälde. 8. Auflaufe. 1893. 8^ 

Verein für Geschichte der Stadt Nürnberg: 
Jfthretbericht fQr das Jahr 1892. 1893. 8^. 
Hitlheilimgeii. Hefe 10. 1898. 8^. 

Ifeuruseiedte naturforttStende OeeeUaAe^ in Odessa: 
Sapiski. Band Xvill, 1, nnd Mathematiiche ^btheflong, Band XV. 
1893. 80. 

HiMorischer Verein in Osuahräck: 
Oanabrücker Geschicht>«quellen, Band II. 1894. 8*^. 

Geoloyiccd Survey of Canada in Ottawa: 
Annal Report 1890—91. N. S. Vol.V, part 1, 2 and Maps. 1898. 8** 

JB. Accademia di eeknte in Padua: 
Atti e Memorie. Nnova Serie. Vol. IX. 1898. 8^. 

Soeietä VenetO'TrenHna di adense natundi in Padua: 

Atti. Serie II. Vol. 1, fasc. 2. Anno 1894. 8">. 
BuUettino. Tom. V, No. 4. 1894. &*. 

Circolo matematico in Palermo: 
Bendioonti. Tom. VII, fasc. 6. VIU, 1-4. 1893/94. 40. 

Coüegio degli Tvgegneri in Palermo: 
Atti, Anno XVI. 1893. Maggio-Agosto. 1893. 40. 

Äcadhnie de medecine in Paris: 
Bulletin. 1893, No. 51. 1894, No. 1 -26. S». 

Äcademic des sciences in Paris: 
Ck)mpte8 rendua. Tom. 117 , No. 26. Tom. 118, No. 1—21, 23—26. 
1898/94. 40. 

MonUeur Seientifique in Paris: 
Honitenr. LItt. 626—680. F^Trier-Join 1894. 4P. 

SoeiiU de giograpkie in Paris: 

Comptes rendua 1898, No. 17, 18. 1894, No. 1—13. 8° 

Bulletin. VII. S^rie. Tom. 14. 1893. 3. et 4. trimestre. 1894. 8''. 

Societe mathematiqne de France in Parifi: 

Bulletin. Tom. XXI, No. 8, 9 et table des 20 premiers Tolumes. 
Tom. XXll, No. 1, 2, 3, 4. 1893/94. 8". 

Zeitschrift „L'^jlectricien" in Paris: 
L*£leotricien. Tom. VI, No. 167, 168. Tom. VII, 169—188. 1898/94. 4P. 
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Kaiscrl. Jhiss. Akademie der Wissenschaften in St. FeUrsburg: 

Mämoires. Tom. 41, No. 2 -5. 1893. 4«. 
Repertorium für Meteorologie. Band XVI. 1893. 4^ 

Botanischer Garten in St. Petersburg: 

Acta horti Petropolitani. Tom. 18, fiuc. 1. 1893. 
Scripta botanica. Tom. IV, fiwc. 1. 1898. 8^. 

Kais, fuM. arehaohgiaehe C^est^eehaft in 8t. Petersburg: 

Sapiski. Toi. 6. Heft 1—4. Yol. 8. Heft 1, 2. 189SI/98. Bfi. 

Fhysikail.-dtemisdte Gesettsdiaft an der h, Universität iu 8t. Petersburg: 

Schurnal. Tom. 26, No. 9. Tom. 26, No. 1-3. 1893/94. 8''. 
Zum 25 jähr. Jubiläum der ehem. Abteilung der physikalisch •ehem. 

Gesellsrh;iffc (in russ. Sprache). 1891. 8°. 

Phi/sikaJisches ('eutrcd-Ohscrcatoriuni in Petenburg: 
Annalen. Jahrg. 1892. Theil I. II. 1893. 40. 

Socicte des natuiudistes i)i St. Petersburg: 
Travaux. Tom. 24, Heft 1, 2. 1891. 8^. 

Sternwarte in St. Petersburg: 

Publications de TObservatoire Central Nicolas. S^rie II, Vol. I. 
1893. fol. 

Obeerrations de Poulkova. Vol. 10. 1893. fol. 

Kaiserliche Universität in 8t, Petersburg: 

Protokoly No. 18. 19. 1893/04. dP. 

Goditschnyi akt (.lalires-Akt) 8. Februar 1894. 8^. 

P. Kokowzow, Zur Ge.schichte der mittelalterlichen Philologie und 

arab.-bebr&i8ohen Literatur. Band I. 1893. 8^. 
A. Domogarow. Von der freien Bewegung des Gyroskops. 1898. 8^. 
(Beide Schriften in russischer Sprache.) 

Tlistorisch-philolog. Falndtät der IJnißersität St. Petersburg: 

Sapiaki. Tom. 33. Tora. 25, pars II. 1893 u. 1894. 8". 

Academy of natural Sciences in Philadelphia: 

Proceedings. 1893. Part II, III. 8«. 

Journal. II. Ser. Vol. X, part 1. 1894. gr. 4». 

American pharmacvutical Association in Philadelphia: 
Pfoeeedings at the 41th aonual Meeting, Chicago August 1898. 8^. 

The Geograpkieal Club of PhUaädpkia: 
Charter, By-Iaws, List of Members. Bulletin Vol. 1, No. 2. 1894. 8^. 

Eistoriccd Society of Pennsylvania in Phüadt iplua: 
The Pennsylvania Magazine. Vol. XYII, No. 8, 4. 1898/94. ifi. 

American philosophieal Society in PhUaddplUa: 
P^eedings. Toi. 81, No. 142. 1898. 8^. 

UniversUy of Pennsghania in PhÜaäiiphia: 
Catalogae 1898—1894. 1898. 8^. 
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Societä Toscana di scienze naturcUi in Pisa: 
Atti. Memorie. Vol. XUI. 1894. 4« 
Atti. Pxocesai verbali. Vol. IX, pag. 1—61. 1894. 4fi, 

K. Offmnatium in Plauen: 
Jahresbericht Aber d. J. 1898/94. 4« 

Historieehe Oes^isehaß für die Prwint Posen in Poten: 

Zeitschrift. Jahrp. 7 u. 8. 1892—03. S». 
Sonder-Verötientlichungen. I, 1, 2. II, 1892—93. 80. 

A.<<trnphysikalische.<i Observatorium in Fotedam: 
Pablikationen. Band IX. 1894. 40. 

Böhmisdie Kaiser Franz Josef Akademie der Wissemcfuiften, ' 
lAtteratur und Kunst in Prag: 
Almaoach. Rotofk TV. 1894. 8^. 

Rosprawy (Sit/unKsberii^hte). 1893. Abth. T, U, III. 1894. THda I. 

RoCnik 3. Öi'slo 1, 2. Tfida II. Rocnik 3. 4». 
Kozprawj (Abhandlungen). Abth. III. 1893. I. 1894. 4^. 
Historich^ Archiv. Ö^lo 2. 1898/94. 4P. 

Vertnfk. Band H. Heft 1—9. Band in. Heft 1—6. 1898/94. 80. 
Anton m Pavli^ek, Pravo listft z&atavnfch (DaeRedit der ^rpotheken- 

briefe). 1893. S». 
Sbiika pramenüv ku po/.näni literarniho iivota (Sammlung der 

Quellen nur Eenntnim des literar. Lebent in Böhmen, Iföhren 

und Schlesien). No. 1. 1893. 8®. 
Otakar Kukula, () lithiasi (Von der Steinoperation). 1894. 80. 
Bulletin international. Classe des sciences matbemati(^ueä. 1. 1894. 4^. 
Antonüi Yetel^. Medicin>h& Hos. 1894. 4P, 

K. Bähmiaehe Geedlethaft der WieeerndtafUn in Prag: 

Sitzung-Überlebte: a) Klasse fBr Philosophie 1898. 

b) Mathem.-naturwis8rng( h. Klasse 1898. 1894. 8^. 

Jahresbericht für das Jahr 1893. 1894. 8». 

Oesellschaft zur Fördfrunfi deutscher Wissemchaß, Kunst und 
Literatur m Böhmen zu Prag: 
Bechenscbaftebericht vom 11. Dezember 1898. 8°. 
Qwrg Bruder, Die Gegend am Saaz. Saas 1898. 8^. 
Aliscans mit Berücksichtigung von Wolfram.s von E.schenbach Wille* 

halni, hsg. von Gustat' Hollin. Leipzig. 1894. 8^. 
Mittheilung. No. II. 1894. 8». 

Maihcmatisch-physikidische Gesellschaft in Prag: 
Casopis. Band 23, No. 1, 2. 1893/94. 8» 

Lese- und liedehaUe der deutschen Studenten in Prag: 
Bericht Jahr 1898. 1894. ^. 

JT. hifhmisthes Museum in Prag: 
Casopis. Band 67. Heft 1—4. 1898. BP. 

R. JL deutet^ Universität in Prag: 
Ordnung der Vorlesungen. Somm.-8em. 1894. 8^. 
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Vrrrin für Geschichte der Deutschen in Böhmen in Frag: 
Mittheilun^'on. 31. Jabrg. No. 1—4. 1892-93. 8». 

Imtituto historico e geographica in Rio de Janeiro: 
Revista trimennal. Tom. 65, parte II. 1893. 8**. 
Homena^em. Sessao extraordinuria em commemora9So do falleci* 
mento de S. M. o. Snr. D. Pedro II. 1892. 8^ 

Ohservaiono in Bio de Janeiro: 
Annnario 1898. 8^. 

Geological Society of America in ßocheater: 
Bulletin. Vol. IV. 1893. 8« 

Meale Accademia dei Lincei in Jtom: 
Annuario 1894. 8^. 

Atti. Serie IV. Olasse di scienze morali. Vol. IX, parte 1 eVol. X, 

p. I. Memorie. 1893. 40. 
Atti. Serie V. ClasHe di scienze morali. Vol. I, parte 2. Notizie 
degli Bcayi 1893, Agosto — Dicembre e Indice per l'anno 1898. 

1893. 4''. 

Atti. Serie V. Cla-^Ke di scienze fisiche. Vol. II, semesire II, fasc. 1,2. 

Vol. III, semestre I, fasc. 1-11. 1893/94. 4«. 
Bendiconti. Ciasse di scienze morali. Serie V, Vol. II, fasc. 11, 12. 

Vol. m, ÜEWC. 1-4. 1894. Bf^, 

Aeeademia JPimtificia dt^Nwvi JUncei mi Bomx 
Atti. Anno 45, Senione III— VL Aobo 46, Sesrione I— YIII. 
189W9d. 4P. 

M. Comitato gcologico d'ItaUa in Born: 
ßoliettino. 1893, No. 4. 1894, 1. 1893/94. 8» 

Kais. (J''utsrlit's (irrliäologisches Institut, röm. AhtheiJung, in Horn: 
Mittheilungen. ßand 8, No. 4. Band 9, No. 1. 1894. 8". 

M. Ministero della Jstruzione pubhlica in Born: 
Le Opere di Galileo Galilei. Vol. IV. Firenze 1894. 4<>. 

B, Societä Bamana di storia patria in Born: 
ArchiTio. Vol. XVI, iksc. 8, 4. 1898. 8^. 

Bataafßt^ OenooUdMp der ProefondermndiXijhe Wigi^eerte 

in Hütt er dam : 

Nieawe Verhandelincren. II. Beeks, IV. Deel. Stak L 1898. 4P. 

Accademia degli Agiati in RoverHo: 
Atti. Anno I— XI. (1883—1893.) 1893/94. 8». 
L'Accademia di Rovereto dal 1750 al 1880. 1882. 8^ 

Natuncissenschaftliche Gesellschaft in St. Gallen: 
Bericht über d. J. 1892/93. 1893. 8^. 

liistituto y Observatorio de marina de San Fernando (CadizJ: 
AnnaleB. Seodon II. ASo 1892. 1898. fol. 

CäHfornia Aeaäemy of edeneee in San ^andteo: 
Memoira. Vol. II, No. 8. 1894. 4». 
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SocUU scientifique du Chili in Santüyo: 
Acte«. Tom. III, livr. 1-3. 1893/94. 40, 

Jiosnisch-JIerzet/otcinischf's Lan(h'.<imusrum in ^^tirajeeo: 
Wigsenschaftliehe Mittheilungen. Band I, II. Wien. 1893—94. b^. 

Verein für mekUf^urgische QeMhuMe in Schwerin: 
Ifecklenburgiiehet UrkandenlMich. Band XV L 1898. 4*. 

K. JT. arehäologisthes Museum in Spal ato: 
Bulletino di archeologiA. Anno XYI, No. 11, 12. XYII, No. 1—4. 
1898/94. e«. 

Historischer Verein der Pfalz in Speier: 
Mittheilungen. XVII. 1893. 8«. 

Geaellsehaft für Pommer8che Oeachichte in SteiHn: 
BaltiKhe Studien. 48. Jalug. 1808. 8*. 

JT. Akademie der Wieaensdtaßen in Stockholm: 
Observ itions da magn^ttnoe terreatre fiaites Iküptala en 1882—1888. 
1893. 40. 

Meteorologiska iakttagelser i Sverige. Band 31 (1889). 1893. 4<*. 
Öfversigt. Argang 60 (1893). 1894. 8'. 
Carl TOn Linn^ biefrexlingf af Ewald ihrling. 1894. 8^. 
Ine^ut Boyei GMoffique de Suidt in Stockholm : 

Carte gdologique de la Suode. Serie .\a, No. 108, 109. 8^ Ab, 
No. 18—16, Sdrie Bb, No. 7, Serie No. 112. 

Noi'disrhrs ]\fj(seHm in Stockholm: 
äamfundet för Nordiska Muscetä fränjundo 1891 och 1892. 1894. 8". 
TrisniderimOnater i Allmogeätü af Wilhelm Oldenbarg. 1898. fbl. 

SoeiiU des eeieneea in Straiu^ntrg: 
Balletin mensuel. Tom. XXVIT, 1898, No. 10. Tom. XXVIII, 1894. 
Faso. 1—4. 30. 

K. 8ta(isti.<chcs Landesamt in Stuttgart: 
Württembergische Jalirbih hor. Jahrg. 1893. 4^. 

Württemberg ische Kommission für Landesgeschichte in Stuttgart: 
Württembergische Yierteyahrshefte fDr Landeageaehiclite. II. Jabrg. 
1898. Heft 1-4. 1898. 

Department of Mines and Agricidture in Sydney: 
Becords of the Qeological Soir^ of N.-Soath-Wales. Vol. lU, part 4. 

1893. 4<». 
Annual Report for 1893. 1894. fol. 

The NeuhSouth Wciee Oovemment Bord for iniemtOionäl eaoAamgu 

in Sydney: 
The year Book of Aagtralia 1894. 8^. 

Royal Society of New-South M^ahs i)i Sydney: 
Journal and Proceeding.-i. Vol. XXVIT. 1893. H". 

Obsercatorio uHlrotuitnico nacionai in 'faci^aya (MexicoJ: 
Anaario. Ano de 1894. 
Boletin. Tom. I, No. 15. 16. 1898/14. 4<». 
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DeutscJie Gesellschaft für Natur- und Völkerkunde Ostasiena 

in Tokio (Japan): 

MittheUiuigen. Heft 68. 1894. 4^ 

Canadian Institute in Toronto: 
Transactiong. Vol. IV, pari 1. 1894. 8*. 
7th annual Report. 1894. 8". 

Museo camunale in Trient: 
AxcliiTio Trentino. Anno XI, fitfc. 2. 1098. ^. 

Sodetä Adriatieä di aeimse natwräU in DrieH: 
Bolletino. Vol. XV. 1898. 8^. 

Korresponäen^att /Hr die Gelehrten und BeaUduUen WikitenUtergs 

in Tübingen: 

Korrespondenzblatt. 40. Jahrg. Heft 7, 8 Tübingen 1893. 8^. 

M. Accademia delle scienze in Turin: 
Hemorie. Ser. Vol. 48. 1898. 49. 
Os.servazioni raeteorologiehe, anno 1893. 1894. 8*. 
Atti. Vol. 29, disp. 1—10. 1893—94. 8". 

Universität in Upsala: 
De l'emploi de» pbotogrammetrespour meäorer la hautear des nuage«, 

par Ph. Akerblom. 1894. $Pl 
Bulletin tut nsuel de rObserTatoire m^t^orologiqae. VoL 26, ann^ 

1898. 1898—94. toi. 

Historisch Genooiscliap in Utrecht: 
F. de Baü, Brieven van Trins Wülelm V. ä'Gravenhage 1893. 
Werken. XU. Serie, No. 1. e^Giaveiihage 1898. 8^. 
Phytkiogitit^ Loiboratorium der UtreiMadte Hoogesdiool in UtretMi 
Ondenoekingen, IV. Reeka. Deel 8, afler. 1. 1894. 8^. 

R. Istitulo Veneto di teienze in Venedig: 
Temi di premio prociamati il 20 maggio 1894. 8^. 

Natiomd Academy of Sciences in Waehington: 
Memoira. Vol. VI, part I, II. 1893. 4». 

Bureau of Educatioyi in Washington: 
Report for 1889-1890. 2 Vols. 1893. 8^ 

Bwrea» of Mthmiogy in Washington: 
Bibliography of the Saliehan Languagea, bjF.Oonst. Pilling. 1898. 8^. 
Ninth annual Report 1887-1888. 1892. 4*. 
Museum of comparativo zoolo^y. Vol. 25, No. 4. 1894, 8®. 

Synithsonüui I nstitudon in Washington: 
Anuuai Report for the year 1Ö90/91. 1893. 8» 
The internal Work of the Wind. By S. P. Laogl^. 1898. 4<>. 

U, 8, Navüd Observatory in Washington: 
Report for ihe year 1892—98. 1898. 8^. 

U. S. Coast and Geodetic Survey in Washington: 
Bulletin No. 28-80. 1893—94. 8^ 
Annual Report for the year 1891. Part IL 1892. B^, 
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Jfnrzterem für GenchidUe in Wermgerode: 
ZeiU*:hrift. 26. Jahrg. 1693. ffi. 

Natunrisutuchaftlicher Verein de» Harzes in Wernigerode: 
ScbriftCB. 8. Jahrgang 1898. 6^. 

K, K, AkademU der WmentähafUn tu Wim: 
SitsoDgiberidit«, phi]o«.-hi»t. Clane. Bd. 129. 1888. ^, 

raathem.-naturwiHaeiwch, Clause. 
Abtheilungl, 1893. No. 1— 7. Abth. IIa, 1898. No. 1—7.1,™ 
IIb, 1898. . 1—7. , m, 1898. , 1—7./**^ 
Denkschriften. Philo§ophiücb-hiütorische Cla«^e, Bd. 42. 1893. 4°. 
Archiv ffir öftmeichtKhe GeMbichte. Bd. 78» II. 79» I, IL 80, L 

1898. 8^. 
Almaafteh. 48. Jaln^. 1898. 8". 

.Mittheilungen der prähistor. KommiMioii. Bd. I, No. 3. 1893. 4^. 
14 Stück Sf^parat- Ahdrü' ke am den SitsongibeiicliteD der philo«.- 
hisi. Claiwe. 1^93. 8«. 

K. K. (jeoloyi/iche Jie ick/t ann lall in Wien: 
Jahrlmch. Jahrg. 1891, Heft 4. 1898. Band 43, Heft 2—4. 

1894. Heft 4. 1898/84. A^. 
Abhaadloogea. Baad XV, Fleft i-6 

. VI, U. Hallte: Text und Tafeln. 

. XVUI, Heft 3. 1893. fol. 
Verliaiidlongeii. 1898. No. 11-18. 1894. No. 1-^. 4*. 

K, E» Oradwteuungt'Bureau in Wien: 
AeirDBomuche Arbeiten. Band Y. 1898. 4<^. 

K. K. Gesdhchaft der Äerzte in Wien: 
Wieoer klinuche Wochenschrift 1894. No. 1-26. 4P, 

Anthropologische Genelhchaft in Wien: 
Mittheilongen. Bd. XXIII, Heft 6. Bd. XXIV, Heft 1, 2. 1893/94. 4*". 

Groqrnphi^'hr (rrseUHdiaft in Wien: 
Mittheilongen. Band 3fj. 1893. 8^. 

Zooloy inrh-h dänische Geselhchaft in Wien: 
Verhandlungen, l.ihr^. 1803. Bd. 43, «Quartal HI u. IV. 1893. 

K. K. ndtiirluHtorischcH Ifofmuaenni in Wien: 
Aanalen. Band VIIl, No. 3, l. Band IX, .No. 1. 18'J3/94. 4». 

K. K. UnivergitätH'Sternicarte tn Wien: 
AaiialeB. Baad YIII o. IX. ie»2/9S. 4^. 

Verein ßr Naasamsd^e Mterthwmkunde in Wiedbaden: 
AnoaleD. Band 28. 1884. 8^. 

MagneHtdieB Obeenaioriim der haieeri. Marine in WüMmthaven: 
Beobachtangen. Band I, II, III. Berlin, 1890 - 98. 4^. 
Bettimmnng der erdmagnetiichen Elemente, von M. fiachenhagen. 
Berlin, 1890. 4^ 

Brdmagnetitche Beobacbtnngen sn WilhelmabafeD, ?ob K. Eteben* 
bagen. ttambnrg, 1898. 4*. 
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Physikaliwh'medicinische Gesellschaß in Würeburg: 
Sitsungsberichte. Jahrg. 1898. No. 7—9, 11, 12. 1894. No. 1—4. 9fi, 
Verliimdlimgen. N. F., Band 27, No. 6. Band 28, No. 1. 1898/94. 8^. 

Sdltceizerische meteorologische Central antkliU in Züru^f 
Annalen. 2a Jahrgang 1801. (1894.) 4». 

Antiijnnrische Gesellschaft in Zürich: 
Mittheilun£?en. Bund 23, Heft 6. Leipzig 1894. 4» 
Allgemeine geschichtsfurschende Gesellschaft der Schweiz in Zürich: 
Jahrbuch für Schweiserigclie Geschichte. 19. Band. 1894. 8°. 

Naturforadtende OeaeUtehaß in Zürid^: 
Yierteyahnchrift. Jahig.86, Heft 8, 4. Jahig.89, Heftl. 1898/94. Bf*. 

Sdmmerisehe geodätitdie Kommmifm w Züridt: 
Das sohweiBerische Dreiocksnetz. Band VI. 1894. 4<*. 

U nivermtät Zürich : 
Schriften der UniTerrität aas dem Jahre 1898/94 4^ ii. 8". 



Von folgenden Privatpersonen: 

Gahrid Ärnoux in l'aris: 

Arithuietique graphique. Lea eapaces arithmutiques h^permagiquea. 
1891. 8». 

Dr. Bedt in Klostmoidä, IM Otiobeuren: 
Die römischen Straseen Regensburgs. Ottobearen 1894. 8^. 

Constantin Chiru in Bukarest: 
Ganalisarca rinrilor ei in^atiunii^. 1893. 8^. 

Hermann Escher in Zürich: 
Georg T. Wjss, Zwei Nekrologe von Paul Schweiler und Hermann 
Escher. 1894. 8". 

H, lYitsdte in St. Peterdnay : 
Die magnetischen Lokalabweichungen bei Moskau. 1898. 8^. 

Faid ChUopin in Genf: 
Effets thermiqaes das ä la compression. These. 1893. 4^. 

TTugo Ggldhi in Stockholm: 

Traite analytique dv.s orhites absolues des huit plauetes principales. 
Tom. I. 1893. 40. 

H. Haug in (Totfta: 
Vergleichende Brdkunde and aliteetamentlich geographische Welt- 
geschichte. Tezi* nnd Eartenheft. 1894. 4<>. 

J. G. Isola in Genua: 

Storia delle lingue e litteratare romanze. Parte III, disp. 2. Genova 

1894. 80. 

Joseph B. Jaek in Konstant: 

Carl Moriz Gottsche. 1893. B°. 

Stephaniella paraphyllina Jack nor. gen. Hepatieaniin. 1894. 8^. 
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Georges Jacquemin in Malzivüle hei Nancy: 
Emploi rationnol des levures pures B^lectionnt^es poar i'am^ioratioil 
des boissons alcoDliques. Nancy 18'J4. b". 

Jdmes K. Keeler in Landon: 
Physical Observations of Mars. 1893, 8*. 

J. V, Kuli in München: 
Repertorimn sor Mfloikande Bayerns. Heft IV. 1894. 8*^. 

Ä. Kunt in Augsburg: 

1. Der Mittelpunkt des hydroatatiscben Druckes in ebenen Fif^ren. 
2. Zur Theorie der Ausdehnung von Hnhlköriicrn. 3. Die kleinste 
Ablenkunj^ im Prisma. 4. üaUistische und iStOM -Vertuohe. 

(4 Ausschnitte.) 

Die thennischen Capucitäten der festen und tropfbar flOstigen Körper. 

(Ausschnitt.") 1894. s". 
lieber die gleitende und rollende Reibung; bei der Falimascbine. 
Leipzig 1894. 8^. 

Henry Charles Lea in Phüadeiphia: 
The ecclesiastieal Treatment of Usury. s. 1. 1894. S*^* 
Ocealt Oompensation. Philadelphia. 1894. 8*^. 

Giuseppe de Lern in Padua: 

Storia doenmentaU di Carlo V. Vol. \'. 1894. d^. 

Mrs. Carvill Lewis in London: 

The glacial Geology ol Great Britain and Ireland, by the late Henry 
Carvill Lewis. 1894. 8«. 

L. Martin in Bindjei, Deli: 

Nene Lepidopteren ans Snnatra. Batavia 1898. 8^. 

Marc Mitheli in Genf: 

Alphonse de CandoUe et son oenvre scientifique. 1898. 8^. 

Qtthriel Monod in VersaüUs: 
Berne historique. Tom. 64, No. 1, 2. Tom. No. 1. 2. 1894. 8^. 

Charles A. Oliver in PhUadclphit: 
A Correlation theory of Color-PenM>|)l ion. 1884. 8". 
3d and 4th annuul Keport of tlie ophthalniological Department of 
the State Hospital et Norristown. PA. 1888—89. 8*. 

Emil Pallioppi in Poiüresina: 

Diäonari dels idioms romaontsoht. Fase. II, IIL Samedan. 1894. 8^. 

Ed. Piette in Saint Quentin: 

L*4poque ^burn^enne et les races hnmaines de la Periode glyptique. 
Saint-Quentin 1894. 8» 

J. de lieii-Pailhade in TovlouMi 

Le temps dreimal. Pari^ 1891. 8". 

LJugcuit) Uuidiaz if (^irarin in Madrid: 

La Florida. Su couc^uis^ta y coiouizacion por Pedro MeneuUei^ de 
Avilee. 2 tom. 1894. 8**. 

*« 
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B. Schwalbe in Berliv: 
Die wissenschaftliche Fachliteratur. 1894. 8". 

Fcrdinando Colonna (hn Privcipi di Stigliano in Nea^: 

Le ^otte del Monte Taburno. Memoria 2^. 1889. 8^. 
Noticie storiehe di CaatelnvoTe in NapolL 1892. 4^. 

V, Thomsen in Kopenhagen: 
Dichifficement dei insoriptioiu de rOrkhon. 1894. 8^. 

August lischner in Leiprig: 
Le Mouvement universel. 1893. 8^. 

Victor Ritter von Tschusi zu Schmidhoffen in HaVein: 
Meine bisherige literarische 'rhuti<,'koit 1865—1893. 1894. 8°. 

GiusepiiC Viucotti in Irrea: 
LMnsegnamento del sistema fonografico universale a mano. TormO 
1890. 80. 

La foaografia universale Michela. Torino 1898. 4^. 

M. E. Wadsu'orth in Houfjhton ; 
A Paper on the Michigan Mining School. Lansing 1894. 8^. 

liudolf Wolf in Zürich: 
Astronomische Hittheilungen. No. 83. 1894. 4<>. 
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Sitzungsberichte 

der 

königl. bayer. Akademie der Wissenschaften. 



Mathematisch-physikalische Glasse. 

1. Herr RoBBRT Hartiq hält einen Vortrag: ,über die 
Verschiedenheiten im Bau des Eichenholzes*. 

2. Herr E. Y. LOHMBL legt eine Notiz des Herrn Professor 

Max Planck in Berlin: „über den Beweis des Maxwell- 
schen Gesch windigkeitsvertheiluagsge«etzes unter 
üasmolekülen" vor. 

3. Herr P. Grote bespricht nnd überreicht eine Arbeit 
des Herrn Privatdocenten Dr. Ebnst Wbinbchbnc: «Bei- 
träge zur Petrographie der östlichen Centralalpen 

speciell des Gross-Venedigerstockes". 

a) lieber die Peridotite und die aus ihnen hervorgegan- 
genen Serpenfcingesteine. Genetischer Zusammenhang 
derselben mit den sie begleitenden Minerallagerstätten, 

b) Ueber das granitische CentralmassiT nnd die Bezieh- 
ungen Ton Ghranit nnd Gneiss. 

Beide Abhandlungen sollen in den Denkschriften ver- 
öffentUcbt werden. 



ISM. Ibtlk-pbyiL OL 4. 
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üeber die Verschiedenheiten im Bau des 

Eichenliolzes. 

(Vorläuüge Mittheiluug.) 
Von Robert Hartig. 

Im Anschlüsse an meine UnfcersucbuQgeQ des Holzes der 
T raubeneiche ^) unterzog ich im Laufe dieses Jahres das 
Holz der Stieleiche einer eingehenden Bearbeitung und 
liesB zu dem Zweck theils im Guttenberger- und Gram- 
Bchatzer Walde bd Wdrzburg, theils in mehreren Wal- 
dungen Oberbayerns etwa 30 Bäume fallen, welche ein 
reiches Untersuchungsmaterial darboten. 

Die ausserordentlich grossen Verscliiedcnhfiten, die die 
VertheiluDg des Leituugs-, Festigungs- und Speichergewebes 
zu erkennen gaben, beruhen einerseits auf Eigenthümlich- 
keiten des Baumalters und Baumtheiles, andererseits auf Ein- 
wirkung äusserer Factoren. In demselben Baumindi?iduum 
kann Holz yon 0.40 und solches von 0.82 specif. Trocken- 
gewicht auftreten. 

Das in der .In eisend des Baunie.s und im jugendlichen 
Alter jedes Baunitheiles gebildete Holz zeichnet sich durch 
geringe Grösse der Elementarorgane aus. Bis zum achtzigsten 

1) Untersuchuni^cn über die Entstehung iiml die Eigenuchat'len 
des Eichenholzes, ir oratlich-naturwissenachattliche Zeitschrift Bd. III« 
Heft 1. 2. 4. 5. 1894. 



Digitized by Google 



386 SHeung der maJ(K,-ph!f8, ClasBe vom 3, No9ember}1894, 

Lebensjahre nimmt die Grösse der neu entstehenden Organe zu. 
Da nun besonders das Lomen der Gtof&sse an GrrOsse zunimmt, 
so erklärt sich schon daraus theilweise die Abnahme des Holz- 

gewichtea mit zunehmeiideni Baumalter. Der Antheil, den 
das Markstrah Igewelje am Holze nimmt, ist in der Jugend 
ein geringer, er wächst bis über das hundertste Lebensjahr 
und bleibt von da an mehrere Jahrhunderte hindurch ziem- 
lich gleich gross. Der Vorrath an au^espeicherten Besenre- 
stoffen erreicht also etwa im hundertsten Jahre ein Maximum. 
Wahrscheinlich steht damit der so spate Eintritt der Mann- 
barkeit der Eiche im Zusammenhange. 

Das meiste Festif^ungsgewebe entsteht im Baume da, 
wo dieser den grössten Widerstand gegen Sturm u. s. w. 
leisten muss, d. h. am untersten Stammende und im Wurzel- 
anlaufe. Stammaufwärts vermindert sich der procentische An- 
theil, den das Festigung^ewebe am Holzringe ausmacht, bis 
zum Eronenansatze dann, wenn der Querschnitt des Jahr- 
ringes nach oben kleiner wird. Das Leitungsgewebe bleibt 
sich in den verschiedenen Baumhöhen bis zur Krone mit 
Schwankungen ziemlich gleich und so muss, wenn der Quer- 
schnitt des Ringes sich verkleinert, das Festigungsgewebe 
abnehmen. 

Aehnliches habe ich schon früher für andere Holzarten 
nachgewiesen. Es wird dadurch erklärt, dass bei Wind- 
bruchschäden die Bäume meist unterhalb der Krone ab- 
brechen. 

Die grossen Mjirkstrahlen nehmen im Baume von 
oben nach unten zu und erreichen ihr Maximum in den 
Wurzeln. So betragen diesellien z. B. in dem Gipfel des 
Baumes 3*/o, am Stammende 12"/o und in den Wurzeln 
22^0 vom ganzen Uolzkörper. Mit Ausschluss des Wurzel- 
anlaufes enthalten die Wurzeln nur Speicher- und Leitungs- 
gewebe. Das Festigungsgewebe fehlt ganz. Sie bleiben auch 
stets ohne Kern und sind in Folge dessen für Speicherung 
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Yon ReserveätoÜeii und für Wasserleitung ganz besonders 
geeignet. 

Zahl und Breite der Markstrahlen sind bei den 
Eichen derselben Art ausserordentlich verschieden and hängt 
deren procentiscber Antheil am Holze toh der Grösse der 
Baumkrone nnd dem Maasse der Licht wirkong auf 
diese ab. Eine groeskronige 270 jährige Eiche des Mittel- 
waldes in freier Stellung besass 22 ^fo Ast- nnd Reisigholz 
und im Holz des unteren Staiumtheiles 1 1 ^/u Markstrahlen, 
eine ebenso alte schwachkroiiige Eiche mit nur 7.5 °/o Ast- 
und Keisholz dagegen nur 5^/o Markstrahlen, Eine völlig 
freistehende 70jährige Eiche hatte 11 ^/o Markstrahlen, eine 
fast ebenso alte Eiche im geschlossenen Beetande nur 4^/o. 
ErfahrungsgemäsB tragen freistehende Eichen mit grossen 
Kronen häufiger und reichlicher Eicheln, als schwachkronige 
Bäume im geschlossenen Bestände, da sie einen grösseren 
Procentantheil ihrer jährlichen Production in Form von 
Ueberschüssen als Keservestoll'e anf/uspeichern vermögen. 

Die Entwicklung des ijeitungsge wehes hängt von der 
Verdunstungsgrösse des Baumes ab. Erzeugt ein Baum 
nur so viel organische Substanz, ak erforderlich für die Aus- 
bildung des Leitnng^ewebes ist, so entsteht überhaupt kein 
Festigungsgewehe. Je günstiger der Ernährungszustand 
des Baumes im Vergleich zu seiner Verdunstungsgrösse ist, 
um so mehr Festigungsgewebe wird von ihm erzengt. Das 
Festigungsgewebe stellt gewisserma-sseu den 1 el)erschuss 
der Production an BildungsstofiPen über den Bedarf an Lei- 
tongsgewebe dar, insoweit derselbe nicht zur Herstellung von 
Speichergewebe und Reservestoffien verbraucht wird. Auf 
nahrkräftigem Boden wird desshalb mehr Festigungsgewebe 
gebildet, als auf magerem Boden. Die Breitringigkeit ist 
desshalb aber noch kein sicheres Zeichen für die Güte des 
Holzes. Freistehende Bäume mit sehr grosser Krone und 
Blattmenge verduuäten so viel Wasser, dass oft der grösste 



Digitized by Google 



388 SUtung der matft.-j%s. (Hasse vom 3. November 1894. 

Theil der erseugten Bildangastoffe zar AuBbildung von Lei* 
ttingsgewebe verwendet werden muss. In einem geschloBsenen 
Eichenbestande besitzen die breitringigen, am scbnellsten ge- 

wuchsenen Bäume fast nie das schwerste Holz, vielmehr 
findet sich dies bei denjenigen Eichen, deren Krone seit- 
lich eingeengt ist und des.shalb weniger verdunstet. Die 
Bäume mit Tolier, hoher Krone besitzen in der Kegel einen 
Ueberfluss an verdunstenden Blättern, deren Aesimilations- 
energie durch Mangel an Nfthrstofizufuhr aus dem Boden 
nicht zur Mazimalhöhe gesteigert ist Durch eine nicht 
zu weit gehende Entnahme belaubter Aeste wird die yer- 
bleibende Biattmenge zn YoIIer Productionsth&tigkeit beföbigt. 
Die Menge der erzeugten Substanz bleibt dieselbe, die sie 
vor der Aiisastung war, das nunmehr entstehende Holz 
zeigt aber weniger Leitungsgewebe und entsprechend mehr 
Festigungsgewebe ^ da mit der Blntnahme von Blättern die 
Yerdunstungsgrdsse sich vermindert hat. 

Specifische Verschiedenheiten im anatomischen 
Bau des Holzes der Traubeneiche und der Stieleiche 
Hessen sich nicht erkennen, da alle Merkmale, die man 
bisher benutzt hat, um solche festzustellen, innerhalb der- 
selben Art den grössten Schwankungen unterworfen sind. 

Substanzielle Verschiedenheiten im Holze beider 
Eichenarten waren ebenfalls nicht nachweisbar, da auch in 
dieser Beziehung innerhalb derselben Species grosse Schwan- 
kungen vorkommen. Beim Uebergange aus dem Splint- 
zustande in den des Kernes wird die Beserrestärke der 
innersten Splintringe zur Entwicklung von Thyllen in den 
GtefSssen grossentheils verbraucht. Dnrch Zufnhr von Gerb- 
stoff, durch Ablagerung desselben und seiner Spaltungs- 
producte vermehrt sich die Substanzmenge im Durch- 
schnitt um etwa 6 Gewichtsprocente. Zugleich vermehrt 
sich das specifische Gewicht der Wand ungssubstanz 
erheblich. Bei der Traubeneiohe des Spessartes und bei der 
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Stieleiche in Oberbayern schwankt da« Gewicht der VVan- 
dungssubstanz im Splinte zwischen 1.55 und 1.505. Dasselbe 
steigert sich in Folge der Verkemung auf 1.59 bis 1.60, 
Der Umstand, dass bei der Kembildung die Substanzmenge 
und zugleich das speeifiache (gewicht der Sobstenz sich yer^ 
mehrt, berechtigt zu dem Schluaae, daes die Zunahme des 
specifischen Subetanzgewichtes der Zufuhr eiuer Substanz Ton 
sehr hohem specifischen Gewichte zuzuschreiben sei, womit 
aber die Möglichkeit nicht MU.sjxe.schlos.sen sein soll, dfiss 
auch die Holzwandungssuhstanz selbst bei der Verkernuug 
Veränderungen unterworfen sei. 

In den bei Würzburg gefällten Eichen ergab die Untere 
suchung sehr verschiedene specifische Gewichte der Substanz, 
nämlich 1.55 bis 1.66 fttr den SpUnt und 1.56 bb 1.71 
fQr den Kern. Die Untersuchung, welchen Umständen diese 
grossen substanziellen Verschiedenheiten zuzuschreiben sind, 
hat noch nicht zu befriedigenden Keäultaten geführt. 
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Ueber den Beweis des Mazwell^schen Gfeschwindig- 
keitsvertheilangsgesetzes unter Oasmolekülen. 

Von Max IM a n c k. 

Unter obigem Titel hat Herr L. Boltzmann in den 
Sitzungsberichten der mathematisch-physikalischen Classe der 
k. b. Akademie der Wissenschaften vom 5. Mai 1894 gegen 
den Beweis des Maxwell^schen G^schwindigkeitsrertheilaxigs- 
gesetees, wie er sich in den von mir herausgegebenen Kiroh- 
hoflTsehen Vorlesnngen über die Theorie der Wftrme, S. 142 ff., 
findet, einen Einwand geltend i^emacht. Da sich die Spitze 
des Angriös zum grossen Theil gegen den Herausgeber jener 
Vorlesungen richtet, indem von Ungenauigkeiten der Dar- 
stellung gesprochen und sogar die Stellung des Herao^ebers 
sur kinetischen Gastbeorie damit in Verbindung gebracht 
wird, so liegt mir daran, mich gegen diesen Vorwurf zu 
vertheidigen. Es kannte nämlich dnrch ihn leicht die Mei- 
nmig erweckt werden, als ob in die Daxstellmig des ge- 
nannten Beweises sich irgend ein Mangel in der Form ein- 
geschlichen habe, der durch AnwendunL( grösserer Surgt'alt 
und Genauigkeit von Seiten des Herausgebers hätte ver- 
mieden werden können« 

Eine solche Meinung wttre aber durchaus irrig. Bei 
keiner anderen Stelle des Eirchhoff*8ohen Buches bietet das 
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vom Verfasser hinterlassene Manuscript mehr Garantieen da^ 
fBr, dass die Vorlesung thatsächlich genau so gehalten wurde, 
wie sie gedruckt Yorliegt^ und in der That handelt es sich 
bei dem Boltzmann*8chen Einwand keineswegs nm ein mög- 
liches MissTerBtandniss oder um eine UnUarhdt in der Ans- 
dmcksweise, sondern der Einwand trifft gerade den Kern 
des ganzen Beweises ; es ist nicht denkbar, demselben Rech- 
nnng zu tragen, ohne dass der Ideengang vollständig ab- 
geschnitten wird. Von einem Maugel in der Darstellung 
kann also gar nicht die Rede sein, und damit halte ich die 
Aufgabe des Herausgebers für erledigt, wie das auch in 
meinem Vorwort ausdrücklich her?orgehoben ist. Eine Kritik 
des vorgetragenen Gedankenganges nnd an Stelle eines nn- 
▼oUkommenen Beweises womöglich einen besseren verlangen 
heisst doch nicht weniger, als vom Herausgeber ein neues 
Buch fordern. Wer würde dann wohl die Verantwortung über- 
nehmen können, ein nachgelassenes Werk herauszugeben? 

Nach der formellen Rechtfertigung sei mir auch noch 
ein Wort zum Inhalt verstattet. Den Boltsmaiin^schen Ein- 
wand habe ich mir seinerseit ebenfalls gemaeht, wenn aneh 
in etwas anderer, doch in so wenig abweichender Form, dass 
ich hier nicht mehr darauf zurttckkomme und mich einfach 
anf die Anerkennung seiner sachlichen Berechtigung be- 
schninke. Ich habe aber daran noch eine weitere üeber- 
legung geknüpft, die ich bei dieser Gelegenheit hier anfügen 
möchte, obwohl ich nicht sicher weiss, ob sie nicht schon 
einmal angestellt worden ist. In dem Maxwell-Kirchhoff- 
schen Beweis wird die Wahrscheinlichkeit dafür, dass zwei 
Molekflle nach Beendigung eines Zusammenatosses in be- 
stimmter Weise auadnanderfliegen, aus dem Satae von der 
Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffin» mehrerer unab- 
hängiger Ereignisse auf zwei verschiedene Weisen berechnet: 
einmal direct durch Betrachtung des Zustandas nach dem 
Stoss, das andere Mal durch Betrachtung des Zustandes vor 
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dem 8(os8. Aus der Gieichsetzun^ beider Ausdrücke resuliirt 
dann das Maxweirsehe GeechwindigkeitsTertheiinngBgesets. 
Die erste Berecbnangsart isfc aber im Allfi^emeinen nicht m- 
ISsäig, da die Zuttiade der MolekQle nach dem Stoss nicht 

mehr unabhängige Ereignisse sind im Sinne jenes benutzten 
Satzes der Wahrschoiiilichkeitsrechnung, Nur bei Gültig- 
keit des MaxwelTschen Gesetzes wird also jene Berechnung 
richtig, oder mit anderen Worten: wenn das Maxweirsehe 
Geschwindigkeitsvertheilungsgesetz gilt, so iat die Wahr- 
scheinlichkeit, daas zwei Moleküle mit bestimmten Geschwin- 
digkeiten auseinanderfliegen, ebenso gross als die, dass zwei 
Molekfile mit denselben Geschwindigkeiten znsammentreffen. 
Bei allen anderen Gischwindigkeitsvertheilungsgesetzen gilt 
dieser Satz nicht. 

Wenn man nun in einem in vollständigem Gleichgewicht 
befindlichen Gas die Geschwindigkeiten sämmtlicher Moleküle 
plötzlich gerade umgekehrt denkt, so yerwandelt sich je ein 
Paar gerade vor einem Zusammenstoss befindlicher MoIekOle 
in ein Paar gerade anseinanderfliegender Molekfile und um- 
gekehrt; dann vertauschen sich also auch die entsprechenden 
Wahrscheinlichkeiten. Gilt nun da^ Maxwell'sche Verthei- 
lungsgesetz, bei welchem diese Wahrscheinlichkeiten einander 
gleich sind, so befindet sich auch nach dem Verwandlungs- 
akt das Gas in einem Zustand dynamischen Gleichgewichts; 
gilt aber ein anderes Vertheilungsgesetz, so kann dies ofibn- 
bar nicht mehr zutreffiin. 

Nun besagt aber ein allgemeiner, aus dem Hamilton*- 
schen Princip abzuleitender Satz der Mechanik, dass in 
einem Punktsystem mit conservativen Kräften, welche^ sich 
im dynamischen (ileichge wicht befindet, eine plötzliciie Um- 
kehrung aller Geschwindigkeiten abermals einen dyuami- 
schen Gleichgewichtszustand bedingt. Demzufolge muss man 
schlieaseii: «Das Mazweli'sche Gesetz ist das einzige Ge- 
sehwindigkeitsvertheilungsgesetz, welches im Einklang steht 
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mit dem Satze der Mechanik, dass der dynamische Gleich- 
gewichtszustand eines Punktsystems durch ein plötzliches Um- 
kehren aller Geschwindigkeiten nicht gestört wird." Durch 
diese Ueberlegoog wird, so yiel ich sehe, der Boltzmann*- 
sehe Einwand ganz Termieden und das Mazwe]l*8che Gesetz 
auf einen festeren Boden gestellt. Herrorheben niochto ich 
noch besonders, dass die Frage, ob eine solche plötzliche 
l^mkehrung aller Geschwindigkeiten physikalisch ausführbar 
ist, hiebei ganz ausser Betracht bleibt. 
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Oeffentliche Sitzung 

zu Ehren Seiner Majestät des Königs nnd Seiner 
Eönigliehen Hoheit des Prini-Regenten 

am 16. NoTember 1894^ 



Der Präsident der Akademie, Herr M. v. Fettenkofer, 
eröffnet die Sitzung mit folgender Ansprache: 

Entsprechend der Geschäftsordnung der kgl. bayer. Aka- 
demie der Wissenschaften finden jährlich zwei öfientliohe 
Sitzungen statt, zu welchen nicht nur Eingekdene, sondern 
Jedermann Zutritt hat; die eine an einem sogenannten Eönigs- 

tage, zu Ehren ihres Protectors , die andere an ihrem Stif- 
tungstage. Die heutige Festsitzung gilt unserm durchlauch- 
tigsten derzeitigen Protector, Seiner königlichen Hoheit dem 
Piinz-Begenten Luitpold von Bayern, der in diesem Saale 
ebenso wohlwollend zu uns niederschaut, wie wir alle ehr- 
furchtsvoll und dankbar zu ihm au&chauen. 

Zunächst sei mir gestattet, einige Thatsachen mitzu- 
theilen, aus welchen hervorgeht, wie unablässig unser Pro* 
tector und seine Staatsregiernng für die Akademie and für 
die wissenschaftlichen Sammlungen, welche mit der Akademie 
verbunden sind, Sorge tragen, und nebstdem auch zu er- 
wähnen, was von anderen Seiten geschehen ist, die Zwecke 
der Akademie nnd des Generalconservatoriums zu fördern. 
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Dann wird durch die HH. Classensecretare die Ver- 
kttodigniig der Ton Seiner königlichen Hoheit bestätigten 
Wahlen nener Mitglieder folgen und achlieaslich Hr. College 
Professor Dr. Sohncke die Festrede Aber einen allgemein 
interessirenden Gegenstand, über die Bedeutung wissenschaft- 
licher Ballonfahrten, halten. 

Als ich im vorigen Jahre an dieser Stelle über aka- 
demische Ereignisse der vorangegangenen Zeit berichtete, ge- 
dachte ich auch unseres an den damals versammelten Landtag 
gerichteten Antrages, der Akademie ein Capital Ton etwa 
500000 Ji oder einen jährlichen Zuschuss yon 20000 .41 zu 
bewilligen, um damit wissenschaftliche [Intemehmungen der 
drei Olassen unserer Akademie zu ermöglichen. Regierung 
und Landtag haben in dankenswerther Weise wenigstens 
einen Theil dieses Antrages sich angeeignet und einen auf 
20 Jahre berechneten jährlichen Zuschuss von 5000 be- 
willigt, um damit die Kosten der von unserer Akademie im 
Bunde mit den anderen grossen wissenschaftlichen Körper- 
schaften Deutschlands und Oesterreichs geplanten und bereite 
begonnenen Bearbeitung eines neuen grossen lateinischen 
Wörterbuches (Thesaurus linguae latinae) zu bestreiten. 
Seither liabeii die hietur verl)undenen fünf Körperschaften 
eine eigene Commission für dieses Unternehmen gebildet, 
zu deren thätigsten Mitgliedern eines der Mitglieder unserer 
philoeophisoh-philologischen Claase, Prof. Dr. v. Wdlfflin, 
gehört. 

Wir emenem den Ansdmck unseres lebhaften Wunsches, 
daas insbeeondere den naturwissenschaftliehen Disciplinen 

weitere hochherzige Spenden des künftigen Budgetlandtage*» 
zu Hülfe kommen möchten. 

Der neu begründete Verband wissenschaftlicher Körper- 
schaften hat seither zwei weitere Delegirten- Versammlungen 
gehalten, die erste im Mai dieses Jahres in Göttingen, die 
andere im September in Innsbruck. Auf beiden wurde 
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namentlich der Plan eines weiteren gemeinsamen wissen- 
sehafUichen Unternehmens, gleichartig organisirte Unter- 
snchnngen Aber den Zusammenhang der Brdschwere mit den 
tektonischen VerhSltnissen der Erdrinde, berathen. In (Böt- 
tingen wnrde beschlossen,, zn diesem Zweclce mit der seit 
Jahren bestehenden internationalen Cornmission für Erd- 
messimg, an der auch unsere Akademie durch eine eigene 
ständige Cornmission betheiligt ist, in Verbindung zu treten. 
Das ist nun auch in Innsbruck geschehen und hat dahin 
geführt, dass die vom 5. bis 12. September dort tagende 
permanente Cornmission der internationalen Erdmessnng eich 
bereit erklftrte, dahin zu wirken, dass aus ihrem Schoosse 
eine eigene Section ftlr das Stadium der Schwere sowohl 
nach ihrer Intensität, wie auch nach ihrer Richtung gebildet 
werde, von welcher Section durch Beiziehung von Geologen 
auch die einschlägigen geologischen und geophysischen Pro- 
bleme bearbeitet werden könnten. 

Von den yom bayerischen Landtag ftir die Zwecke der 
Akademie und der mit ihr yerbundenen wissenschaftlichen 
Sammlungen des Staates weiterhin neubewilligten Summen 
sind besonders hervorzuheben: der Betrag von 168000 
fÖr den vollständigen Umbau der Gewächshäuser im Botani- 
schen Garten und für die neue Einrichtung des Botanischen 
Instituts, weiter die für den Neubau des Physiologischen 
Hörsaales und den Umbau des Physiologischen Instituts be- 
willigte Summe von 162000 «41. 

Kleinere BetrSge, zusammen etwa 9400 wurden für 
Einrichtung oder Ausstattung des Botanischen Instituts, 
dann der mathematisch-physikalischen, der geologischen und 
der mineralogischen Sammlung im ausserordentlichen Etat 
bewilligt. Der ordentliche Etat der zoologischen Sammlung 
wurde um jährlich 1714 erhöht. 

Mit Bedauern muss ich erwähnen, dass der Conservator 
der mathematisch -physikalischen Sammlung, Qeheimrath 
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Professor Dr. v. Boltzmann, schon naeb einer Wirksam- 
keit von drei Jahren ans wieder ▼erkusen hat» am einem 
höchat ehrenvollen Ruf in seine Heimath, nach Wien, za 
folgen. Die Akademie kann, gleich der mit ihr za ein- 
trächtigem Wirken yerbtmdenen Ludwigs-Mozimiliane-Üni- 
versität, nur den Wunsch und die Hoffnung aussprechen, 
dass recht bald ein dieses Vorgängers würdiger Nachfolger 
sich tindeu möge. 

Eine wesentliche Aenderung ist auch bei dem bis in 
die jüngste Zeit mit dem k. Münzcabinet durch eine Art 
von Personalnnion verbundenen Mnsenm von AbgOssen 
classischer Bildwerke erfolgt, indem nach dem Bficktritt des 
inzwischen verstorbenen Conservators der beiden Sammlungen, 
des Geheimen Raths Professor Dr. v. Brunn, das von ihm 
begründete Museum von Gypsabgüssen unter dem neuen 
i*rofessor der Archäologie an der Universität München, 
Professor Dr. Furtwängler, zum Range eines selbstän- 
digen Gonservatoriums erhoben und damit einem von seinem 
Grflnder seit langen Jahren gehegten Wunsch entsprochen 
wurde. 

Aus dem der Akademie gehörenden, hauptsächlich der 

Vermehrung unserer wissenschaftlichen Sammlungen dienen- 
den, leider nur allzu kleinen sogen. Mannheimer Reserve- 
fonds haljen seit meinem letzten Bericht die paläoutologische 
Sammlung, das Botanische Institut, das Antiquarium und 
die mathematisch-physikalische Sammlung bescheidene Zu- 
Schüsse erhalten, theils zur Vermehrung der Sammlungen, 
theils zur Anschaffung von Instrumenten. Sollte der nSchste 
Landtag unserer Bitte um Grfindung eines neuen akademi- 
schen Fonds GehOr schenken , so würde uns damit die 
Möglichkeit geboten, diese und andere ebensosehr der all- 
gemeinen Volksbildung wie dem strengen wissenschaftlichen 
Studium dienende Sammlungen auf eine Stufe zu heben, 
welche den verwandten Instituten anderer Staaten entspricht. 
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Inzwischen frenen wir uns, wenn hin und wieder — 
und geschähe es nnr in zehnfach höherem Maassstab ! — der 
patriotische und wissenschafibliehe Eifer von einzelnen Pri- 
vaten unsere Staatssammlungen bedenkt. Von dem, was im 
letzten Jahre atif diese Weise denselben zugekommen ist, 
gedenke ich dankbar der Geschenke, welche unsere Lands- 
leute, der kaiserliche Gouverneur von Kamerun, Engen 
V. Zimmerer, dann Herr Hofrath Dr. Martin in Sumatra, 
weiter der Afrikareisende Dr. Holub in Wien dem ethno* 
graphischen Museum und der zoologischen Sammlung ge- 
macht haben. — Hochwillkommen waren auch schöne Ge« 
schenke, mit welchen die HH. Apotheker Burg er und 
Zeichnungnlehrer Heinrich Morin dahier, sodann Professor 
Selenku in Erlangen und A j)otheker W is pauer in Singa- 
pore die zoologische Sammlung bedacht hal)en. 

Die zoologische Sammlung hat ilirerseits gern zur wei' 
teren Verbreitung naturwissenschaftlicher Kenntnisse im 
Lande beigetragen dadurch, dass sie entbehrliche Doubletten 
Terschiedenen Gymnasien und anderen Bfittelschulen zu- 
theilte. 

Auf ihrem engeren Arbeitsgebiet hat die Akademie 
auch im vergangenen Jahre besonders nach zwei Richtungen 
hin sich thätig erwiesen: einerseits durch eigene wissen- 
schaftliche Publicationen philosophisch-philologischer, mathe- 
matisch-physikalischer und historischer Art, andererseits durch 
Pflege eines sehr ausgedehnten Schriftentausches mit zahl- 
reichen anderen wissenschaftlichen Instituten und Körper- 
schaften — ein Tausch, welcher insbesondere der kgl. Hof- 
und Staatsbibliothek zu gute kommt, der wir nach altem 
Herkommen alle uns nicht doppelt zugehenden Publicationen 
überreichen. 

Von den speciellen Unternehmungen unserer Akademie 
gedenke ich heute auch nocli des seit einer Reihe von Jahren 
theils durch Geldmittel, theils durch Arbeitskräfte der Aka- 

18M. ]Ulb.-vli7». ci. 4. 26 
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demie geförderten Werkes, der Herstellung einer hydro- 
grapliiscben Karte des Bodensees, eines Unternehmens, zu 
dem sich die fünf üferstaaten verbuodeu hatten und welches 
nun Anfangs dieses Jahres zn einem gewissen Abscbloss 
gelangt ist. Die gemeinsamen Kosten beliefen sich bis 
dahin auf etwa 56000 Francs; auf Bayern, d. b. auf unsere 
Akademie, trafen davon etwa 7300 Francs oder 5800 «41, 
ungerechnet die TOn uns besonders gedeckten Reisekosten 
einzelner Mitarbeiter an dem schönen rnteMiiehmen. Wenn 
wir uns dabei erinnern , wie schwer es uns manchmal 
gewesen ist, einen an sich so kleinen Betrag an unsern 
laufenden jährlichen Ausgaben gleichsam abzusparen, so 
müssen wir immer wieder mit einem gewissen Neid unserer 
Genossinnen zu Berlin und Wien gedenken, welche fQr sich 
allein zehnmal grossere wissenschaftliche Unternehmungen in 
die Hand nehmen und zn Ende führen können. 

Ich möchte dessbalb schliesslich hier noch beifügen, 
dass die reichen Mittel, welche anderen Akademien /u Gebote 
stehen, nicht allein vom Staate kommen, sondern dass an- 
sehnliche T heile auch aus Schenkungen von Personen stam- 
men, welche unaufgefordert wissenschaftliche ITorschungen 
und Werke grossmüthig zu unterstatzen streben. So besitzt 
z. B. die Wiener Akademie durch mehrere testamentarische 
YerfOgnngen ^n Capital von nahezu 200 000 Gulden öster- 
reichischer Währung, d.i. gegen 400000 dessen Zinsen 
sie im Sinne der Stifter für verschiedene wissenschaftliche 
Zwecke verwenden kann. Unsere Akademie hat nur ein 
einziges Mal einen reichen Geber gefunden , der aber kein 
Münchener, auch kein Bayer, noch aus einem anderen Theile 
von Deutschland ist. Im Jahre 1877 schenkte uns ein 
Grieche, der Bankier Hr. Christakis Zographos, zur Förde- 
rung des Studiums der griechischen Sprache und Literatur 
ein Capital im Betrage yon 25000 Francs oder 20000e4^. 
Mit den Zinsen von diesem Capitale konnten Preisaufgaben 
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gestellt und die rühmlichst gelösten honorirt werden. Zwei 
der Preisträger, die HH. Oberhummer ond Krombach er, 
wurden dadurcb Teranlasst, Reisen nach Griechenland und 
in den Orient zu unternehmen und seltene Handschriften in 

auswärtigen Bibliotheken zu untersuchen. Der Zographos- 
Fonds gehört aussehlics-lich unserer philoso})lii<cli - philolo- 
gischen Classe zur Verwenilung; aber auch die historische 
Classe und namentlich die mathematisch-physikalische hätte 
viele Wünsche und Aufgal^en, die weder durch den Zographos- 
Fonds, noch durch den Thesaurus lingoae latinae gefördert 
werden können. 



Wahlen. 

Der Classensekretär, üerr C. y. Volt, giebt sodann die 
Ton der Akademie Torgenommenen und von Seiner König- 
lichen Hoheit dem Prinz-Regenten bestätigten Wahlen be- 
kannt. Es wurden in der mathematisch-physikalischen Classe 
gewählt: 

zum ordentlichen Mitglieder 

Herr Generalmajor a. D. Dr. Carl ¥. Orff, bisher ausser- 
ordentliches Mitglied; 

zu ausserordentlichen Mitgliedern: 

Herr Dr. Ferdinand Lindemann, o. IVofessor der Mathe- 
matik an der Universität München; 

Herr Dr. Alfred Pringsheim, a. o. Professor der Mathe- 
matik an der Univeraitat München. 



26» 
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Sitzimg Tom 1. Dezember 1894. 

1. Herr H. Sbbugeb legt eine Abhandlung: ,flber den 
Schatten eines Planeten* vor. 

2. Herr Ferd. Lindemahn spricht: .über die conforme 
Abbildung der Halbebene auf ein einfach zusammen- 
hängendes Flächenatfiek, das von einer algebraischen 
Curve begrenzt wird/ 

3. Herr A. v. Baeyer hält einen Vortrag: „über die 
Natur der Terpentinöle und verwandter Substanzen.* 

Die Resultate dieser Untersuchungen werden an einem 
andeven Orte veröffentlicht werden. 
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Ueto die eonf ome Abbfldimg der Halbeliene auf 

ein einfach zusammenhängendes Flächenstück, das 
von einer algebraischen Corve begrenzt wird. 

Von F. Lindemami. 

Schon 1869 hatte Seh war z gelehrt, wie man das Innere 
einer Parabel and das Innere einer Ellipse anf das Innere 

eines Kreises (oder auf die Halbebene) conform abbilden 
kann; bald darauf fügte er die Abbildung des Aeusseren 
einer Parabel oder Ellipse hinzu.*) Auch für ein Flächen- 
stück , das durch eine endliche Anzahl von geradlinigen 
Strecken oder Kreisbögen begrenzt wird, kann man die Ab- 
bildang nach Schwarz leisten,') d. h. auf die Loanng einer 
gewissen Differentialgleichung (dritter Ordnung) zurflckf&hren. 
Sanio hat dann in seiner Dissertetion*) einen Ansatz zur 
Lösung fttr den Fall gegeben, dass es sich nm ein Polygon 

1) Borebardt*t Joonial Bd. 70 nad Annali di matanittica IL Serie 
t. 8. Vgl. GeMunmalte Abhaadlaagen Bd. II» p. 77 und 102. 

2) Yierte^ahnacbrift der natarfonchenden Gesellschaft in Zftrieh, 
16. Jahrg. 1870. Gesammelte AVjhandlungen Bd. II, p. 141. 

3) Borchardt's Journal Bd. 70 und 76; vgl. fflr geradlinig be- 
grenzte Fl&rhen Chrittoffel, Annali di matematica, IL Serie Bd. 1, 
1867, und Bd. 4. 

4) Die Abbildanpr dos Aeusseren eines Kreisbogenpoljgons auf 
eine Kreisfläche. Königsberg, 1685. 
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bandelt, das von gleichseitigen Hyperbeln mit gemeinsamem 
Mittelpunkte begrenzt wird; doch lülsst dieser Ansatz nicht 
die Richtung erkennen, in welcher eine YeraUgemeinerong 
zn erwarten sei. 

Andere Beispiele, in denen die FUlehe durch einen 
stetig gekrGmmten Cnryenzug begrenzt wird, waren nicht 
bekannt. Kürzlich habe ich nun eine Methode angegeben.^) 
nach der das fr:i;^'lirlie Problem gelöst werden kann, wenn 
sich eine rationale Function von x und y mit reellen Coef- 
ficienten derartig bestimmen lässt, dass eine passende Potenz 
des Quotienten (wo 0 eine rationale Fonctioa bezeichnet) 

9/* 



eine rationale Function Ton jr wird, Torausgesetsk, daes die 
Gleichung der b^grenienden Gurre in der Form 

(1) n^,'i) = o 

gegeben ward, und dass M=sx-\-iy^ m^^x — ip gesetzt 
vrird, wobei x und y rechtwinklige Goordinaten bedeuten. 
Dieser Fall liegt in den von Schwarz behandelten Bei- 
spielen (FUipse und Purabel) vor, ferner bei der Hyperbel, 
bei jeder Curve dritter Ordnung, welche durch die imagi- 
nären Krei.-punkte hindurchgeht, bei jeder Curve vierter Ord- 
nung, welche in jedem der imaginären Kreispuukte einen 
Doppelpunkt hat, und bei vielen Gurren «ter Ordnung, z. B. 
allen, deren Gleichung in der Form 



1) SitzuD^sberichte der pby3ikaliiir.h-dkftaiHBiir,h«a GesellMhaft 

Ba Königsberg i. Pr., 7. Juni 1894 

2) Früher hatte ich nur den Fall a ~0 erwähnt; Herr A. Löwy 
machte mich darauf aufmerksam, dass man daa Beispiel in der jetzt 
gegebenen Weiae verallgemeinem kann. 
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geschrieben werden kann, wo a und c reell, b und b^ zu 
dnander conjagiit sind. 

Wird dagegen der Band des absubildeoden FlSchen- 
sittckeB durch eine beüelnge algebraische Corre gebildet, so 
9oU dorch die folgenden Ueberiegungen ein Ansati für das 
betreffende ProUem gegeben werden. 

1. Wir seiEen M^x + iy, g^^x — «y, wo and y 
die orthogonalen Coordinaten eines Punktes des Randes seien, 

und schreiben die Gleichung der bejj^enzenden Curve wter 
Ordnung wieder in der Form (1); dieselbe möge keine sin- 
gulären Punkte besitzen. 

Wir benutzen im Folgenden vielfach diejenige Function 
ly, durch welche sich die Coordinaten eines Punktes der Gurre 
nach Schottky, Poincar^ und Klein als eindeutige Func- 
tionen darstellen lasten. Es werde allgemein 

(2) WM — 

gesetzt, wo ^ ~ ^^"^ bekanntlich nach Schottky 
nnd Cajlej^), wenn g als Function Ton Z gedacht wird: 

(8) Z) = {z. Z) + z\ 

Enetat man bierin ip nnd # durch z^, so wird 

(4) 

Durch die complexe Variable ^ = X -j- t F werde ein 
Punkt der Halbebene }' > 0 dargestellt, auf welche das von 
der Cnrve (1) um-t h:0--»'ne Oval abgebildet werden soll. 
Auf dem liande ifit dann Z = X reell, während jg = X'^iy 

1) VgL s. B. Schwan, Gesammelte math. AbbandlangeD, Bd. II, 
p. 962. 
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und sss X — iy einander conjugirt sind. Man erkennt 

demnach aus (4) , dass die linke Seite nur ihr Zeichen 
wechselt, wenn man i mit — i vertauscht; diese linke 
Seite ist also auf dem Rande rein imaginär.^) 

2. Vermöge der Gleichung (1) fassen wir jp, als Func- 
tion von r auf. lieber der ^■-Ebene haben wir dann eine 
Riemann'sche Fläche, deren Verzweigungspunkte mit den 
Brennpunkten der Curve f = 0 zusammenfallen.*) Die Aus- 
dehnung der Abbildungs-Aufgabe auf diese ganze Fläche 
führte mich in den eben bezeichneten einfachen Fällen zur 
LSeung nnd wird ans auch jetzt zum Ziele ftthren. 

Das auf die Halbebene abzubildende Flächenstöck wird 
durch ein Oval der Curve f = 0 begrenzt. Das Blatt der 
Fläche, in welchem daa Oval liegt, bezeichnen wir als erstes 
Blatt. Dasselbe ist in der Hegel durch mindestens zwei 
Brennpunkte, die im Innern des 0?al8 liegen, mit einem 
zweiten Blatte verbunden (wie man dnrch Gtenzfibergang 
erkennt, wenn man einen Doppelpunkt anfldst). Ausserdem 
hängt das erste oder zweite Blatt vielleicht durch andere 
Brennpunkte mit noch weiteren Blättern der Fläche zu- 
sammen. Alle Brennpunkte, zu denen man von einem im 

d i As 

1) Man seif{t leicht, dass sie gleich 4 i • ist, wenn k das 

KrflmmmigsiiiaaeB, and d9 das Bogenelement der Cmre beseiehnen. 

2) Bei Coostanxction dieser Flftche ist es nfitalich, sich deijenigen 
VoisteUnngen so bedienen, welche ich in den .Yorlesongen ttber 
Qeometrie* (Bd. II, Theil 1, p. 621 ff., 1891) über die Interptetation 

der complexen Zahl 8 entwickelt habe, und welche den Zusammen- 
liang mit den imaginären Ereispunkten und sonach mit den Brenn- 
punkten sofort erkennen lassen. Klein erwähnt nenerdingps in einem 

Berichte über seine Vorlesunj^en (1801 — 92), da«s er sich derselben 
Art Riemann'scher Flächen bedient habe (Math. Annalen Bd. 45, 
p. 143); es sei bemerkt, dass ich die oben erwähnten Beispiele der 
Abbildun^^'sautgabe schon 18U2 vorgetragen habe, v^rl. auch Sitzun^fs- 
bericht der phjs.-ökon. Ges. zu Königsberg i. Fr. vom 6. Oktober 1893. 
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ersten Blatte und innerhalb des Ovals gewählten Punkte ge- 
langen kann, ohne das Oval oder eine in anderen Blättern 
über dem ÜYal liegende Cnrve zu aberschreiten, bezeichnen 
wir als innere Brennpunkte, alle anderen als äussere 
Brennpunkte. Ein Verzweigungspunkt, der zwar im In- 
nern des Ovals liegt, aber nicht in einem Blatte, in das man 
ohne das Oval zu überschreiten aus dem Innern des Ovals 
(im ersten Blatte genommen) gelangen könnte, ist also auch 
ein äusserer Brennpunkt. 

Betrachten wir eine Function, welche von dem Punkte 
ir, *j innerhalb dieser untereinander verzweigten Blätter ein- 
deutig abhängt (wobei #| weder den Rand des Ovals noch 
eine darfiber liegende Gurre überschreitet), als Function von 

X + iT (wo r> 0 die als Bild dienende Halbebene 
definirt), so erhalten wir über der Z-Ebene eine Riemann*- 
sche Fläche, in welcher jedem , inneren" Brennpunkte der 
Curve f = 0 ein Verzweigungspunkt der oberen Halbebene 
entspricht, und bei der vermöge dieser Verzweigungspunkte 
ebenso viele Blatter zusammenhängen als bei der gegebenen 
Fläche im Innern des Ovals. Es fragt sich nun, wie ist 
diese Riemann*8che Fläche über die reelle Z-Axe 
hinaus in jedem der fraglichen Blätter fortzusetzen^ 
wenn der Punkt den Rand des Ovals in einem 
der über der ^-Ebene liegenden Blätter über- 
schreitet? 

Geschieht dies im ersten Blatte, so ist klar (da die be- 
trachtete Function für reelle Werthe von X. im ersten Blatte 
reell sein muss, um für das Abbildungsproblem verwandt 
werden zu können), dass sich über die untere Halbebene eine 
symmetrische Biemann*sche Fläche als Fortsetzung des zu- 
erst betrachteten Theiles ansbreiten wird; dieselbe besteht 
aus einer gleichen Anzahl von Blattern, und in ihnen nimmt 
die betrachtete Function Werthe an, welche denjenigen con- 
jughrt sind, die ihr in den entsprechenden Punkten der 
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Blätter über der oberen Halbebene zukommen. Wie mch 

aber die so über der unteren Halbebene ausgebreiteten Blätter 
nun wieder in die obere Halbebene fortsetzen, bleibt zu er- 
örtern.^) 

3. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die 
Curve f=0 aus -|- 1 reellen 7jü<ren besteht, wenn 
p das Geschlecht der Curve bezeichnet. Nach Schottky^) 
kann man die vom Punkte ^, gebildete Riemanu'scbe 
Fläche auf einen durch 2 p Kreiae (Ton denen etwa einer die 
librigen umschlieRst) begrenzten Theil der Ebene conform 
und eindeutig abbilden. Ist ein Punkt der letzteren durch 
die compleze Zahl tf bestimmt, so geschieht die Abbildung 
durch Lösung einer DiÖerentialgleichung der Form 

(5) {ly, Jg] = <p (g, ^r,), 

wo g> eine gewisse rationale Function von z und js^ be- 
zeichnet; es wird 17 als Quotient der beiden particulären 
Lösungen einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit algehraischen (üoSf&cienten gefunden. 

Die 2 p Kreise sind einander paarweise zugeordnet, so 
diiss der Punkt /; von dem einen Kreise eines Paares zu 
dem zugeordneten springt, wenn der Punkt e, einen be- 
stimmten von den p -\- \ reellen Zügen der Curve über- 
schreitet. Jedem reellen Zuge (einen zunächst ausgenommen) 
entspricht so ein Paar yon Kreisen; jedes Paar besteht aus 

1) Bei tlen früher von mir behandelten Beiapielen geschah dies 
einfach, indem die über Y^O liegenden Halbblfitter Bich sämmtlich 
direct in die über Y<Cq liegenden Halbblätter forLsetzten. Im All- 
gemeinen geschieht dies indessen nur im ersten Blatte. 

2) V^l. Borchardt'ä Journal Bd. 83, 1877 (und die 1875 erschie- 
nene Dissertation). Schottky und Klein machen darauf aufmerk- 
sam (Math. Annalen Bd. 20, p. 300 und Bd. 21, p. 143), dass sich in 
dem 167«) veröffentlichten Ri em ann'schen Nachlasse (Ges. Werke, 
p. 413) bereits ähnliche Untersuchungen finden. 
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zwei Kreisen, die einander in Bezu^^ auf einen und denselben 
(2 4" l)ten Kreis zugeordnet sind und durch eine bolclie 
lineare Transformation vou i] (eigentlich durch eine „Spie- 
gelung") aus einander entstehen, welche diesen (2 p \) ten 
Kreis nngeindert ISsst. Der letztere geht aas dem l)ten 
reellen Zage der Gurre bei der Abbildung hervor. Die 
Fnnetion f} kann flber jeden Kreis hinaus durch den be- 
kannten Procesß der »Spiegelung*" fortgesetzt werden; da- 
durch wird die Unsymnietrie beseitigt, welche in Bezug auf 
den (p ~\- l)ten reellen Zug nach der soeben gegebenen Dar- 
legung zu bestehen scheinen würde. Auf jedem Kreise, also 
auch auf jedem reellen Zuge der Curve f =0^ nimmt eine 
gewisse lineare Function von i/ reelle Werthe an. 

4. Denjenigen Kreis, welcher dem Rande des gegebeoen 
Ovals entspricht, denken wir uns als reelle Axe einer H- 
Ebene, auf welche wir die i^Ebene mittelst einer linearen 
Transformation abbilden. Die anderen 2 p Kreise liegen 
dann paarweise symmetrisch zu dieser Axe. 

Die Function {//, Z\ ist hiernach reell auf dem 
Rande des Ovals; für sie denken wir uns über der 
4^-Ebene die in Nr. 2 erwähnte mehrbiättrige Fläche 
constmiri 

Die reellen Goordinaten «, y eines reellen Punktes der 
Corre lassen sich nach Schottky als eindeutige automorphe 
Functionen von H darstellen : 

welche ftlr reelle Werthe von H reell sind , also f&r con- 

jugirte Werthe von H auch einander conjugirte Werthe an- 
nelinien. In den Veränderlichen z und haben wir die 
Parameter-Darstellung 

(6) s^q>(H) + iip(H), z,^q>{H)-^ixf)(n). 

Es sei nun «r + i Vr — (i/r)i u?r + i = f/' (-flr) ; und es 
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mögen jETj , H.^^ ... Hfi (wo ^ <C n bei einer r?-blättri^en 
Fläche) einen und denselben Werth von g (also üb«r einander 
liegende Punkte der Fläche) ergehen, so da«: 

«, — Ctfj = ttg — = = Ufi — iüf^^ 

Wir behaupten, daps dann die den con jugirten Werthen 
von //p . . . Hii zugeordneten Punkte der Fläche nicht 
ebenfalls über einander liegen können, falls /u > 2 
ist. In der That, sollte dieses der Fall sein, so hätten wir 
fbr zwei Terschiedene Werthe der Indices r nnd 8 

tlr — i Vr + t («V — i Wf ) = M« — » V« + t (Wf — l 

also: 

+ "^1 = + — + t^/i 1 

— = V, — Wg ™ . . . . ass t;^ — 

nnd es würde sieh ergeben 

«1 »«1 « . . . . s M^, = a» . . . . ass VjM, 
W, slOgSB , . , . a»«;^ , = = , . . . « (Ofi, 

Es würden also auch die zugehörigen Werthe von (nem* 
lieh Ur — -j- i (vr + ^)) sämmtlich einander gleich , und 
der fragliche Punkt wäre ein (fi— l)-facber Yerzweigungs- 
pnnkt der Ganre f^0\ das Auftreten eines solehen aber 
können wir, falls iu>2, vorläufig ansschliessen. Der Fall 
^/ = = 2 ist durch die früher von mir behandelten Bei- 
spiele schon vollständig erledigt. 

5. Kehren wir jetzt zu dem Probleme der Fortsetzung 
unserer über der ^Ebene ausgebreiteten Fläche zurück. Mit 

dem ersten Blatte der ur8j)nini;liehen Fläche (in dem das 
gegebene Oval liiert) mögen // Blätter in der geschilderten 
Weise zusammenhängen ; wir denken sie uns durch Händer 
f|, r,, ... Tfi begrenzt, die über dem Ovale liegen, während 
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rj mit dem Ovale zusammenfällt. Letzteren entsprechen /u 
geradlinige Ränder über der reellen X-Axe: 7?^ 22^, . . . jR^/, 
welche ebenso viele Halbebenen (F>0) begrenzen. Die 
conjngirien Halbebenen (Y<CO) werden durch die Ränder 
Bu -Ss« . . . begrenzt, die ebenfalls über der X-Axe liegen, 
und Ton denen mit JBi identieob ist. Diesen neuen Rand* 
cnrren entsprechen wieder in der ursprflnglichen FlSehe ge- 
schlossene Curven r2, rg, ...r/<, die zu den Curven r^, r^, 
...rfi conjngirt sind, deren Bilder in der ^-Ebene daher 
leicht zu bestimmen .sind ; sie können, wie soeben in Nr. 4 
gezeigt wurde, nicht übereinander liegen. Wir wählen die- 
jenige Gurve r aus, welche am weitesten über die anderen 
Caryen r binflbergreiit;^) in dem ganzen durch sie begrenzten 
Gebiete ist dann m als Function von Z definirt, also auch 
jede algebraische Function ron und zwar letztere zugleich 
in allen darüber oder darunter liegenden Theilen von Blättern 
der ursprünglichen Bi eni an u 'sehen Fläche. Diese Curve / 
und die ft — 1 über oder unter ihr in den anderen Blättern 
der Fläche lit'^enden Curven geben neue Ränder, welche das 
ursprünglich für die Variable 0 gegebene Gebiet wesentlich 
erweitern. In entsprechender Weise ist damit auch Ober der 
J^Ebene das Gebiet der Yariabeln Z und der zur Darstel- 
lung von {Hy Z) dienenden FlSche bis an neue Rander i^g, 
B,l^ . . . Rß. über die Ränder jRa, Bs, . . . R/t hinaus fortge- 
setzt. Djusselhe gilt von den conjugirt imaginären Gebiet^'U 
der Fläche ; sie sind über die Ränder R^, i?,, . . . i2/< hinaus 
in die untere Halbebene bis an neue Ränder P^, P^, . . . P^* 
fortgesetzt; Yielleicht haben einige dieser Ränder dabei be- 
reits die ganze untere Halbebene überstrichen und befinden 
sich in neuen Blättern fiber der oberen Halbebene, in wel- 
chem Falle die entsprechenden (conjugirten) Ränder H' in 

1) Statt dessen könnte man eine neue Curve constniiren, welche 
sich ans möglichst gOnstig gewählten Theilen der Tertchiedenen Corren 
''s» • • • «uammensetst 



Digitized by Google 



412 SUxung der maih»'phys, Claate wm 1, Dezember 1894. 

der unteren Halbebene verlaufen. Den Häiidern Pg, Pg, 
. . . Pfi entsprechen über der jr-Ebene in der ursprünglichen 
Fläche Carven ßg, . . .Qu, welche der Gorre r nnd den 
direct über oder QDter ihr liegenden Carven oonjugirfc sind 
(immer in dem Sinne, dase einander entsprechende Punkte 
durch conjugirte Werthe von H gemäss (6) dargestellt wer- 
den), nnd welche daher »elbst nach Nr. 4 nicht übereinander 
liegen können. Mit ihnen kann man in gleicher Weise die 
gemachten Sclilüsse l'ortsetzen. Jedem von js beschriebenen 
Wege entspricht gemäss diesen üeberlegungen ein angeb- 
barer Weg der Yariabeln Z und umgekehrt. 

6. Es fragt sich zunächst, ob die Variable ß sich viel- 
leicht einer Grenzcurve nähern kann , über die hinaus eine 
Fortsetzung nicht mehr möglich ist. Sollte dies geschehen, 
so müsste der zum conjugirten Werthe von H gehörige 
Punkt 0' sich ebenfalls einer natürlichen Grenze nähern; 
und dasselbe mfisste ftir alle zugehörigen ^1 — 1 Punkte in 
der zur Darstellung von {rj, z) dienenden Fläche der Fall 
sein. In jedem Blatte hätte man eine solche Grenzcurve 
über derjenigen, welche in eineni Blatte als natürliche Grenze 
von z auftritt; die conjugirten Punkte müssten dann in den 
verschiedenen Blättern die conjugirten Grenzcurven bilden, 
also alle übereinander liegen, was nach Nr. 4 nicht mög- 
lich ist. 

Das Gebiet der Yariabeln b ist also, wenn ß als 
Function von Z betrachtet wird, in keiner Weise 

durch eine natürliche Grenze beschränkt. 

7. In analoger Weise zeigt man, dass g als Function 
▼on Z keinen wesentlich singulären Punkt haben 

kann, wenn die Variable auf das in Nr. 3 geschil- 
derte, von 2^ Kreisen begrenzte Gebiet beschränkt 
bleibt. 

Sollte nemlich an irgend einer Stelle a die Function Z 
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wesentlich singiilär sein, so müsste auch {r;, Z} dort eine 
wesentliche Singularität haben , und es müsste dasselbe für 
alle ttber m gelegenen Stellen der zur Darstellung Ton {r],JB} 
dienenden Fläche gelten, ebenso ffir alle conjugirten Stellen. 
Die letzteren aber liegen nicht übereinander, jede von ihnen 
gibt also zu weiteren Punkten der zuletst erwähnten Rie- 
mann'schen Fläche Veranlassung, die ebenfeüs wesentlich 
singuiär sind, u. s. f. Einer der so erlKiltcuen singnlären 
Punkte müsste dann in das Innere des ursprünglichen OvaU 
fallen, wie folgende ächlossweise lehrt. 

Nehmen wir z. B. an, ein solcher Punkt Zq läge im 
Innern eines durch die in Nr. 5 benutzten Rander P^, P^, 

. . . Ffi und jRj, jR^, . . . Ru begrenzten Gebietes ; der ent- 
sprechende Punkt liegt dann iruierlialb des durch die 
Curve r begrenzten Gebietes , und zwar als wesentlich sin- 
guiär in allen übereinanderliegenden Blättern; die gleiche 
Singularität muss dann in den conjugirten Gebieten , d. h. 
auch innerhalb des ursprünglichen Ovals vorkommen, was 
nicht möglich ist Liegt der Punkt ausserhalb der Ränder 
P, so hat man die frühere Schlussweise in gleicher Weise 
rückwärts fortzusetzen. Wesentliche Singularitäten sind also 
bei der Abhängigkeit der Grössen Z und z von einander 
ausgeschlossen, soweit solche nicht schon bei der Abhängig- 
keit der Function ij von z vorkommen, d. h. so lange i; 
(oder H) keinen der früher besprochenen 2 p Kreise Über- 
schreitet. 

8. Wir untersuchen noch , wie sich die reellen Züge 
der gegebenen Curve über der ^-Ebene abbilden, d. h. wie 
sich Z ändert, wenn H einen der 2p Kreise über- 
schreitet. 

Geht II von einem Punkte der reellen Axe aus in der 
oberen Halbebene zu einem Punkte des Kreises iC, so läuft 
gleichzeitig der conjugirte Punkt ITj in der unteren Halb- 
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ebene dem entsprechenden Punkte des conjugirten Kreises 
zu. Diesen beiden Wegen entsprechen zwei Wege in der 
ursprünglichen (über der «r-Ebene ausgebreiteten) Riemann** 
sehen Flfiche, welche Tom Punkte der Randcurye des 
eisten Ovak zum Punkte mi eines zweiten reellen Zuges 
hinfahren, und ebenso zwei Wege in der fiber der ^Ebene 
ausgebreiteten Fläche, welche vom ursprünglichen Punkte 
der reellen X-Axe aus zu einem (in einem anderen Blatte 
gelegenen) Punkte Z' bezw. zu dem Punkte Z\ im conju- 
girten Blatte fuhren. Dabei ist eine Function von e\ 
und umgekehrt; ebenso ist e'i eine Function Ton also 
auch (da eine Function von m ist) von Z', und nach 
Gleichung (3) haben wir identisch: 

[{/,z'}-{.i.z'}](i^f)={/,4(^y. 

Bedeutet t einen reellen Parameter , so ist die rechte Seite 
rein imaginär (vgl. oben Xr. 1); es ist folglich {z\Z')[dZ'Y 
conjugirt zu {ei<,Z'\(d Z f\ andererseits ist derselbe Aus- 
druck conjugirt zu {«ri, 21} (d 2!)*; es folgt also 

{sU Z'} (d Zy - {iri, Z,} (d Zxf = 0. 

Femer ist nach (3) die linke Seite der letzten Gleichung 

identisch gleich — \Z\ Zi} {d Z\) '^; es ist somit {Z\ Z'i} = 0, 
d. h. es besteht eine Kelation der Form 

(7) aZ" Z'ii- ßZ' -\-yZi + d=^0. 

Dieses aber ist die Gleichung eines Kreises. Auf der über 
der Z-£bene ausgebreiteten Riemann^schen Fläche 
entspricht daher jedem reellen Zuge der Curye f^O 
ein Paar yon einander zugeordneten Kreisen. Ent- 
weder muss das Innere oder das Aeussere eines solchen Kreises 
ab durch ihn begrenzt betrachtet werden. 

Ueber diese Kreise hinaus kann man den Verlauf der 
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Fnnction Z durch den ProcesB der „Spiegelunj?" verfolgen, 
genau wie es mit der Function H durch Spiegelung an den 
2 p Kreisen der ff-Ebenf «geschieht. Bei wiederholter An- 
wendung des Processes wird man schliesslich eine Fläche mit 
unendlich vielen Blättern und imondlich vielen Verzweigungen 
coDstruiren. l^ähert sich der Punkt Z einer Stelle, wo sich 
diese Verzweigungen unendlich häufen, so wird der Punkt s 
unendlich oft die reellen Zfige der Curve 0 überschreiten, 
also einen unendlich langen Weg beschreiben. Durch dieses 
Verhalten ist die Abhängigkeit der Grössen 2 und Z von 
einander als eine im Allgemeinen transscendeute charakterisirt. 

9. Es erübrigt noch, die Verzweigungspunkte der fSr 

{H, Z) construirten Fläche näher zu untersuchen. Als solclie 
treten, wie wir bereits wissen (Nr. 2), die den inneren Brenn- 
punkten von /"= 0 entsprechenden Punkte und die ihnen 
eonjngirten Punkte auf. Um die Frage allgemein in An- 
griff zu nehmen, setzen wir wie in Nr. 4 

£f =u-\-iv-]rHw-{-iu}) = u — ut -\- i (v w)^ 

0^^U + iv — »(tP + »ü>)sas« + W-i-i(» — tp). 

Der conjugirte Punkt hat dann die Coordinaten 

II — • V + » (W — t €ö) a=5 -|- 0» — i (9 — w), 
« ti 1 » — f («; — a ft>) aas « ~ «e» — 1* (» + tp). 

Seien nun b = a, = die Coordinaten eines Punktes der 
ursprünglichen Fläche und 

(8) £r==a + (Z-^/¥, ^,=^a^ + {Z-Afr, 

wo ¥ und ^ Potenzreihen bedeuten. Dann wird, da ai zu 
y zu jerj conjugirt imaginär ist 

(9) / = fli + (Z, - ÄJ" *i = o' + (2, - A,)>- % 

wenn a\ $J bezw. zu a, o,, ^, ^® conjugirt ima- 

ginär sind. 

18»4. Matb.-phy8. Ol. 4. 27 
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'Für einen Pankt, dem derselbe Werth von aber ein 

anderer von zukommt, sei 

fj = u 10 -\- i (v w). 

Ihm ist dann der Punkt 

f = u -j- ctf' — i{v — w)y ?i = tt' — 10 — t {v w) 

conjngirt; es ist also, da« — w'==ti — ta und v +to'=t;-l-t© 
war, identisch mit m{. Werde ^ fSx A^^ so 
haben -wir 

(10) r=.a+(2'-ij,)'^v a-a'+c-^.-^./*.. 

Sei nun erstens der Punkt a, kein ausgezeichneter Punkt 
der Fläche / = 0, so ist X = f.i. Ist der Punkt £\ Si eben- 
falls nicht ausgezeichnet, so ist auch v = 1 = fi. Sei X von 
1 Terschieden, so haben wir nach (8) und (9) sowohl in A 
als in Ai einen Verzweigungspunktf nach (10) aber auch in 
jedem Punkte, welcher in der nrsprfinglichen Fläche über 
einem zn a, conjugirten Punkte liegt; das aber ist un- 
möglich , wie die in Nr. 7 angewandte Schluss weise sofort 
erkennen lilsst. Wäre der Punkt et, a zufallig ein Brenn- 
punkt, so ist in der folgenden Betrachtung nur £| durch 
0, zn ersetzen. 

Sei zweitens a, ein Brennpunkt von fsa Dann 
haben wir X = 2 Ist auch y ss A ss 2 ^, so ergibt sich 

für A^l dieselbe Unmöglichkeit, wie vorhin. Für A=l 

folgt ans (9) 

^'i — a' = U' — ai)«$,; 
diese Gleichung sagt aus, dass der zum Brennpunkte con- 

jugirte Punkt der Gleichung ~^^^0 genügt, wie es anch 

direct einleuchtet. Aus (10) ergibt sich kein Widerspruch; 
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X»l ist also die einzig mOgliebe AnDahme. W&re.yvoil 
l Teraehieden, so wäre der Punkt a, a zufällig seibat avcb 

ein Brennpunkt oder ein Nullpunkt der Function dann 

wird raan einen anderen über 0^ liegenden Punkt be- 
nutzen können, dessen conjugirter kein Brenopunkt ist, und 
analoge Schlüsse wiederholen« 

Nicht nur die »inneren*, sondern auch die .äu»* 
seren* Brennpunkte der Curve f=^^ gehen also bei 
unserer Abbildung in Verzweigungspunkte der fflr 
{H, Z] constrnirten Fläche Uber. Letztere hat ausser- 
dem nur in den conjugirten Punkten Verzweigungs- 
punkte. 

10. Wir haben jetzt alle Mittel bereit, um die LSsunp^ 

unseres Abbildungsproblems auszuführen. Die Function {H,Z} 
ist in der ursprünglichen Riemann 'sehen Fläche überall 
holomorph, so lange der Punkt j?, keinen der p-\r ^ reellen 
Cnrvenzüge überschreitet. 

Beim üebergange über einen solchen Zug aber springt 
H auf den conjugirten Werth ifj, gleichzeitig auf den 
conjugirten Werth Gber;' dabei ist nach (7) 

2. = —y-r ^i ebenao = # ^ . v 

also nach (3) in bekannter Weise 

2-.} = {H, Z,) - {if, Z} (^^|)'. 

Die Function {i/, Z} ist ferner reell auf dem Rande des ab- 
zubildenden Ovals. Auf demselben Rande ist die Function 

. dz \ .de^ 1 

reell. Das Quadrat der letzteren Function, dividirt durch 

27* 
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{H, Z}, gibt daher einen (Quotienten, der ungeiindert bleibt, 
wenn der Punkt js, einen reellen Zug von /'=0 auf der 
Riem an n 'sehen Fläche überschreitet, und weicher auf dem 

Rande des abzubildenden 0\rals reell ist. Auch {^^^ 



überall holomorph, so lange die reellen Züge nicht über- 
schritten werden. Es besteht daher eine Gleich nng 
der Form 

(11) ^} <^ (1^)* 

wo 0 eine rationale Function yon b und bedeutet, 

die auf dem Rande des abzubildenden Ovals reelle 
Werthe annimmt, sieh also als rationale Function 
von X und y mit reellen Cor-fficentt^n darstellt. 

Die nähere Bestimmung der Function wird von trans- 
scendenten Bedingungen abhängen, deren Aufstellung in 
ezplicirter Form grosse Schwierigkeiten bereitet, wie dies 
ja auch für die entsprechende Function in der Differential- 
gleichung (5) eintritt^). Wir können aber das Verhalten 
der Function <Z> an den singulären Stellen angeben. 

Für einen Brennpunkt a, ist nach Nr. 9 

also 

= 8 (z-^)» +" ' 

■ 

wenn C eine Constante bedeutet. Ferner ist 

iI=C'(^,-a.)+..; 



1) Vgl. Poincard, Acta matematica Bd. 4, p. 292 ff. und (für 
das Verbalten von ip an den singulären Stellen) Bd. 1, p. 278. 
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die FuDctiou <P mciss daher der Bedingung genügen: 

(12) lim a> . (ir — a) » Consi. 

«sa 

Handelt es sich um einen Punkt a, , welcher m einem 
Brennpunkte conjagirt ist (d. h. einen Nullpunkt der Func- 

d i\ 

tion ), 80 haben wir nach Nr. 9 : 

- = - a)» $3 , - « = VZ^J, , 

also 

*^'^^^8(Z=:3J*'^ ^cÖ«+****' 

ienier ^ « Ckwst. ; für <2> ergibt aicli also die Bedingung; 

lim (I> • (js^ — et,) — Const. 

Dieselbe entspricht genau der Hedingniicr (12); in der That 
hätte sie auch aus der Realität der Function 0 direct ge- 
schlossen werden können. 

Die Gleichung (11). können wir noch in bemerkens* 
werlher Weise umformen. Ersetzen wir nemlich in (3) g) 

durch sü ergibt sich mit Hülfe von (11) unter Benutzung 
von (4): 

(13) {z,^} = 9>(^,^,)-^gii). 

Auf diese Differentialgleichung dritter Ordnung, 
in der cp und O die in (5) und (11) vorkommenden 
rationalen Functionen von ß und l)edeuten, ist 
hiernach das Problem zurückgeführt, ein durch ein 
Oval einer algebraischen Curve f=0 (die keine 
Doppelpunkte hat) begrenztes einfach zusammen* 
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hün^endes Flächenstück auf die Balbebene abzu- 
bilden. 

11. Insbesondere kann es Torkommen, dass die Kreise, 
welche naeb Kr. 8 in der Z^- Ebene den reellen Zügen der 
Curve f = 0 entsprechen , paarweise mit einander und mit 
der reellen Axe zusammenfallen. Dann scliliesst sich die 
für {i/, Z\ construirte mehrblättrige Fläche, und {H, Z\ wird 
eine algebraische Function Ton 2, Die Gleichung (13) wird 
dann Von der Form 



wo tp eine algebraische Function von «, V eine algebraisebe 
Function Ton Z bedeutet. 

■ Von dieser Form war die Lösung in den früher von 
mir behandelten Fällen. Bei denselben tritt noch die weitere 
Besonderheit ein, dass die Riemann'sche Fläche über der 
4r*£bene mehrfach von dem Bilde der über der Z-J^bene 
construirten Fl&che überdeckt wird. Es liegt dies daran, 
dass die ursprüngliche Riemann*sche Flache in jenen Bei- 
spielen nicht nnr in Bezug auf den reellen, gegebenen Onrren- 
zug, sondern auch in Bezug auf die über demselben in den 
anderen Blättern gelegenen Curvenzüge, gewisse Symmetrie- 
Verhältnisse zeigt. Aehnliche Besonderheiten werden 
immer auftreten, wenn die zu der Curve f=0 ge- 
hörige Fläche solche besondere Sj.mmetrieTerh&lt- 
nisse aufweist. 

In dem einfachsten Falle, der Abbildung des Innern 
einer Ellipse auf die Halbebene, gestalten sich die Verhalt- 
nisse z. B. folgendermassen : Ueber der ^-Ebene haben wir 
eine zweiblättrige Fläche vom Geschlechte Null, deren beide 
Verzweigungspunkte mit den Brennpunkten der Ellipse zu- 
sammenfallen, über der Z-Ebene eine ebenfalls zweiblättrige 
Fläche mit yier Verzweigungen (also vom Geschlechte Eins). 




Digitized by Google 



lÄttdememn: üeber die ÄhbUäung der HaHbebene. 421 

Zwei von diesen liegen in der Halbebene Y >• 0, die beiden 
anderen sind die oonjugirten Punkte der Halbebene Y<.0» 
Den beiden Blftttem der oberen Halbebene entsprechen die 
beiden Blatter des Innern der Ellipse, begrenzt dareh die 
Ellipse selbst und dnrch die darfiber liegende Oarre. Den 
conjugirten Blättern der unteren Halbebene {Y<.0) ent- 
spricht über der «j-Ebene ein Streifen, der von der gegebenen 
Ellipse und einer zu ihr confocalen P]llipse jE*, begrenzt wird; 
überschreitet man die letztere, so kommt man wieder in die 
beiden über der Halbebene Z > 0 gelegenen Blätter, denen 
nnn in der jr-fibene ein weiterer, von der Ellipse nnd 
einer zn ihr confocalen Ellipse J^^ begrenzter Streifen ent- 
spricht; u. s. f. Sowohl im oberen, als im unteren Blatte er- 
hält man so unendlich yiele, von confocalen Ellipsen begrenzte, 
ringförmige Streifen , deren jeder auf zwei über einander 
liegende Halbblätter derjenigen Fläche abgebildet wird, weiche 
über der ^-Ebeue construirt wurde. 

Auf diese und andere Einzelheiten werde ich bei anderer 
Gelegenheit näher eingehen. Es mögen hier nnr noch fol- 
gende Bemerkungen Platz finden. 

12. Wir setzten bei unserer Ableitung voraus, dass die 
GurYe f s 0 das Maximum von reellen Zügen besitze. Hat 
sie weniger als -|- 1 reelle Züge , so hat man statt der 

Schottky 'sehen Untersuchungen diejenigen allgemeineren 
Hülfsmittel anzuwenden, die wir Poincare verdanken;*) 
man wird dann ganz analoge Schlüsse durchführen können. 

Ist das Geschlecht p = 1, so hat man statt {i/, 2} die 

d log w 

Function — zu untersuchen, wo das zugehörige ellip- 
tische Integral erster Gattung bezeichnet. Die in Nr. 8 auf- 
tretenden Kreise sind dann durch gerade Linien zu ersetzen. 

1} Vgl. Acta Matematiea, a. a. 0. 
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Das Auftreten von Doppelpunkten muss Yorläußg aus- 
geschlossen bleiben; es scheint, dass man es nicht einfach 
durch Grenzübergang (d. h. durch Zusammenfallen Ton Brenn- 
punkten) erledigen kann. Man wfirde dann weiter zum Zer- 
fallen der Gurre f^O fortschreiten können und dadurch 
zu Abbildungsfunctionen mit sehr bemerkenswerthen Eigen- 
schaften geführt "NvenUn. Ich hoffe, hierauf bald zurück- 
kommen zu können. Erledigt habe ich zunächst nuj den 
Fall, wo der Rand des abzubildenden Flächenstückes durch 
eine endliche Anzahl von Kegelschnitten gebildet wird, denen 
die Brennpunkte gemeinsam sind. Auf diese Aufgaben soll 
hier nicht mehr eingegangen werden. 
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Ueber den Schatten eines Planeten. 

Von H. Seeliger. 
{SiMg4lau/0n 1. DtetmUr.) 

Für einen leuchtenden Punkt ist die Schattenfläche eines 
Planeten, der als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ange- 
sehen werden darf, ein Kef^el zweiter Ordnung. Infolge 
der Ansdehnnng der kugelförmigen Sonne entsteht das Phä- 
nomen des Halbschattens. Die Schattenfläohe giebt in diesem 
Falle die Grenze des Kern- bezw. des Haibsebattens an und 
ist die Einhüllende aller gemeinschaftlichen Tan^jientialebenen 
an die Kugel und das Ellipsoid. Die Gleichung dieser Fläche, 
welche vom 8. Grade ist, ist bekannt und u. A. in dem ver- 
breiteten Lehrbuche der analytischen Geometrie von Salmon 
gegeben, auch besitzt man Modelle, welche ihre wesentlichen 
GestaltungSTerhaltnisse ssur Anschauung bringen. Zu Ver- 
wendungen auf astronomische Aufgaben, bei denen es sich 
um wirkliche numerische Ausrechnungen handelt, wird in- 
dessen diese Gleichung nicht sehr geeignet sein. Laplace 
hat in der Mec. cel.*) angegeben, wie man die Gleichung der 
Schattenlliiciie als das Resultat der Elimination eines Para- 
meters aus 2 Gleichungen erhält und es ist bei yieleu An- 
wendungen bequemer an diesen Gleichungen die erlaubten 

1) Livre VUI, Chap. VIIL 
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und erwünschten Vereinfachungen auszuführen. Laplace hat 
nur einen verhältnissinilssig eiiifucheii Fall, der sich bei den 
Verfinsterungen der Jupitertrabanten darbietet, wirklich im 
Einzelnen verfolgt. Es blieb hier demnach noch manche 
Lücke auszufüllen und dies ist zum Theil durch die Arbeiten 
Yon Hall^), Souillart*), Bruns') geschehen. Die folgenden 
Zeilen verfolgen auf anderer Grandlage dasselbe Ziel, näm- 
lich die Vorschriften fttr die Berechnung von einigen Phä- 
nomenen, die mit der Schattenfläche zusammenhängen, mög- 
lichst einfach zu gestalten und die bereits bekannten auf 
einfachem Wege zu begründen. — 

£s werde in den Mittelpunkt der Sonne der Anfang 
eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gel^fc. Seine xy^ 
Ebene sei parallel zum Aequator des Planeten, dessen Mittel- 
punkt in der xjf Ebene liegen und die Coordinaten Ä und 0 
haben mOge. Es sei femer R der Radius der Sonne, R' der 

äquatoreale und JR'j der polare Radius des Planeten» Nennt 

j^' j^' 

man noch e die Ellipticitat e =« — ^, so wird die Gleichung 

der Sonnen- bezw. der Planetenoberfläcbe: 

J»» y> -|- jg% jp. 

(x " Ar + //* + (1 + ^')' [(^ ~ Cf - B?] = 0 (1) 

Eine gemeinsame Tangentialebene an Sonne und Planet 
wird offenbar ausgedrückt durch 

xy — ya — jsß ~ R = 0 

wo — tt,-^ ß die Richtungscosinus der Normale der Tan* 
gentenebene smd, welche parallel sein muss zur Normalen 
des Ellip0oides. 

1) Astron. Nachr. Band 90 S. 305 ff. 

2) Astron. Nachr. Band 91 S. 129. 

3) Vergl. J. Hartmann, die Yergrössercing des Erdschattens bei 
Mondfinsternissen. Abhandlimgen der sftcbs* Geeellsch. d. Wissensch. 
Leipsig 1691 $. 13. (375). 



Digitized by Google 



Seeliger: L'<bcr den SdtatUm eine» üameUH, 
Man bat also 

^ = (X - il)» -r if* + (1 + ^/ U - Cj* 
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(2) 



Sehrabi uui die Kbeaengkachang so: 
80 eigiebi sieh mit Hülfe too (2): 

Setzt mim andererseiU (2) iu die KUip^oidgleichung (1) 
eiii, so wird: 

Jbn kommt abo lo den zwei UleicbuDgea 

p (S-rA+ßCf 



7» + o» + ^ = l 

und man kann demnach a und y dorth ß ansdrtcken. 

Behitt man ß mls cineD Paramster bei, so wiid die 
Schattenflicbe, d. L die Kinballwide aDer Tat^^eBtenebaieD, 
sieh ergebeo dmeh KKmipaHon tob ß aas den GleiehimgeD: 

yz — ay — ßs — B=^0 
dy da ^ 

oder, was dasselbe ist, doicb Rliminatioa Ton ß 



F=i>4F — — Ä* — a*/«0 ond ^^«O (3) 
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Indem niun nun '/ und a durch ß ausgedruckt iu (3) 
eiDsetzt, ist es Tortheilhaft die Grösse 

einzuführen. £s ist auch e oder das Quadr%|i der Ezeen- 
tricitat »2^1 — oj, wo die Abplattang im gewöhnlichen 
Sinne bedeutet. Die obigen Gleichungen geben nun: 

Führt man nun die Hülfsgrössen ein: 

» « ^, (* - + - [1 J 

-ja-*} + + (4) 

»- (« — -4) + y"] 

so werden die Gleichungen (3) sich so darstellen: 
n + 2pß^^^[{l4-^ß^')Yl'^~e] I 
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Die Elimination tod ß mBchi nun keine Schwierigkeit 
nnd man kannte das Resultat in Form einer Determinante, 
welche die Gleichung der gesuchten Schattenflüche darstellt, 
sofort hinschreiben. Diese Gleichung hat aber einen viel zu 
hohen (irud lunl die Absonderung der unnöthigen B^actoren 
ist verwickelt. In mathematischer Beziehung ist demnach 
die Form (5) nicht befriedigend. Für die zur Anwendung 
kommenden Ffille aber ist sie, wie aus dem Folgenden her* 
vorgehen dflrfte, recht geeignet. Wenigstens gelaugt man 
durch yerhftltttissmSssig nicht sehr complicirte Rechnungen 
zu den Ke.sultaten, welche abfreleitet werden sollen. 

Die SchattenHiiche wird geljraueht, wenn man die Ver- 
finsterungen der Trabanten iu unserem Öonnensjätem genauer 
zu verfolgen hat. Suchen wir die speciellen Erfordernisse 
auf, welche hier auftreten. Bei der Verfinsterung des Erd- 
mondes ist eine ssiemlich weit gehende Genauigkeit in den 
Angaben Uber den Verlauf der Schattenfläche erwünscht. 
Hier ist aber e rnnd y ^^, also eine sehr kleine GrOsse und 
man wird demzufolge !nit V^ortheil nach Potenzen von e ent- 
wickeln und wie sich leicht ergiebt mit der Mitnahme nur der 
ersten Potenz ausreichen. Unter diesen Voraussetzungen ist 
die Aufgabe von den Herren Hall, Souillart und besonders 
im Anschluss an Herrn Bruns von Herrn Hartmann voll- 
ständig gelöst worden. Im Folgenden wird das Resultat des 
Herrn Hartmann ebenfalls auftreten. 

Bei den Jnpitertrabanten ist e nicht so klein, dass man 
hier ohne Weiteres vernachlässigen kann. Hier tritt aber 
der. Fall ein, dass die Trabanten sich sehr nahe in der 
Aequatorebene bewegen und demzufolge der Verlauf der 
Schattenflache nur in der Nähe dieser Ebene gebraucht 
wird. Die Aufgabe ist von Laplace a. a. 0. behandelt wor- 
den und die dort gegebene Lösung wird wohl den Anforde- 
rungen der Praxis genßgen. 

Es bleibt noch die Schattenfläche des Saturn zu be- 
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tmchien fibrig. e irt hier (roni ■() durcliafis irieht Uein; 
eine EntwicUang nach Potenzen Ton e ist jedenfolk nicbt 

einwurfnfrei , wenn man schon die zweiten Potenzen fort- 
lassen will. Thut man Letzteres aber nicht, so werden die 
Entwicklungen äusserst coraplicirt, wenn sie auch durch- 
führbar sind. Es Enden bei den Saturn trabontea aber an- 
dere Umstände statt, die sehr weitgehende Vemacblässigongen 
gestatten, besonders da hier eine grosse Genauigkeit der Por- 
mek fSr die Praxis aemlidi bedeatnngsloe am dfirfte. 

Nach dem Gesagten werden also die Yerftisterangen des 
Erdmondes nnd der Satnmtrabanten zü behandehi sein. 

Zuerst soll die Entwicklung von (5) nach Potenzen 
von e vorgenommen werden. 

Setzt man 

<^(ß) = - (i" + "ß) dß'^ +*/»*«•+••.•) 

ao wild (S): 

(••-») + 2j>/J = II 

Wird nmi noch geettat: 

^o='-^^i ß = ß, + -Jß 

SO ist Jß eine Grösse yom Range e. Nimmt mau zunächst 

überall noch mit, so erhält man 

und da bis auf Glieder vom Range e 

ist, so wird die Gleichung der Schatteufläche 

4p(m - Ii) - (n - 1')* = 4p0 (ß,) + (6) 
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Wenn man nnn liie Glieder Tom Bange «' forüaasfc, so 
ist das zwetto Glied rechts sn sbreichen nnd sa sefeien 



n^ative Vorzeichen vorsetzen. 

Dieses doppelte Vorzeichen bezieht sich, wie leicht za 
sehen, auf die beiden Schalen der Schattenfläche, welche den 
Kern- und Halbschatten begrenasen. Man braucht nur das 
eine Vorseichen zu berücksichtigen und dann im Resultat 
iS' mit — M' za Tertauschen. Für die Anwendung auf Mond- 
finsternisse ist es am zweckmassigsten, wenn man den Durch- 
schnitt der Schatt^nfläche mit einer Ebene aufsucht, die senk- 
recht auf der Verbindungsilinie Sonne -Erde steht und nicht 
weit vom Mondiuittelp unkte entfernt ist. Nennt man die Ent- 
fernung Sonne- Erde Z), lässt in diese Richtung die £-Axe 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems fallen, dessen An- 
fang im Erdmittelpunkte sich befindet, dessen y-Axe au der 
früheren parallel lauft und dessen £-Axe senkrecht darauf 
nach Norden zeigt, so hat man: 





Wird noch zur AbkOrzung gesetzt 





P 



Digitized by Google 



430 SiUtuit ätr maOtrphys. (Xattt vom t. D*eaA«t iSU. 
Die Gleichnng (6) wird jetet; 

+ 4/ [u ^ + £ 2 ")* - " + S - "')] 

In den mit e multiplicirtea Gliedern darf aber ange- 
nommen werden: 

4 p* - p 

und es wird also, wenn der Ausdruck in der eckigen Klammer 

für den Augenblick mit / bezeichnet wird, 

4»'/ = «KÄ { 4 ^ (x= + y') - 2 (/i + j , 

was man nach leichter Zwisclienrechnung und mit Ver- 
nachlässigung von €^ schreiben kann: 

In dem Ansdrucke I ist aber weiter • 

X+C^a = S^^-jr 9,, (8) 

wenn man mit den Radios der Kugel bezeicbnet, die 
mit dem Mittelpunkt in | den im Falle esO entstebenden 

Schaitenkegel berührt; ferner ist in (7) einzusetzen: 
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Man kann sich nun überaus leicht davon fibensengen, 
dasB man von der Erde gesehen die Schai;tenflache in der 
Entfenrnng des Mondes nur um einige himdertstel Secunden 
verscliiebea kann, wenn man einfach setzt 

^» ^ 

ferner in der Klammer der Formel (7) als unmerklicli 
fortstreicht das erste, vierte und sechste Glied, schliesslich 

o* gegen im Ausdrucke von / Temacblfissigt. Auf diese 

Weise wird 

Mit Hülfe der im Vorigen enthaltenen Gleichungen kann 
man dies auch schreibe 

oder auch, ohne Fehler zu begehen, die mehr als wie die 
Hundertstel der Secunde alteriren können, 

eJ-V + e^ = ~^,|«^e. (9) 

und fOr x kann man für alle Fälle genügend genau 

setzen. Die Gleichungen (8) und (9) geben nunmehr die 

Schattenfläche bei Mondfinsternissen in der Nähe des Mondes 

mit fast vollkommener Strenge. 

Der Durchschnitt derselben mit der Ebene ^ = const. 
ist, wie man sofort sieht, eine Ellipse. Die beiden Halbaxen 
^ und B liegen in der Richtung der y bezw. der ^. Und 
es ergiebt sich sofort 

1894^ lbth.-pbya. Ol. 4. 28 
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(10) 



Diese Formeln stimmen vollständig übereiu mit den von 
Herrn Hartmann gegebenen, die in der That die denkbar 
grösste Einfachheit bei vrirklichen Ausrechnungen darbieten. 

Wenn man nun die zweite oben erwähnte Aufgabe, die 
Schattenfläche des Saturn, wie sie bei den Verfinsterungen 
seiner Trabanten g;ebrancbt wird, zu entwickeln, dadurch in 
Angritl" nehmen wollte, dass man in der begonnenen nach 
Potenzen von e fortscbreitenden Entwicklung weiter gebt, 
so wäre dieser Weg durchaus beschreitbar, aber äusserst um- 
ständlich; auch ist nur schwer auf diese Weise zu fibersehen, 
welche Vernachlässigungen begangen werden. Dagegen stellt 
sich eine einfachere Lösung der Aufgabe dar, die den prak- 
tischen Erfordernissen genügen dürfte, wenn man berück- 
sichtigt, dass an den Stellen, an welchen die Saturntrabanten 
in die Scbattenfläche des Planeten treten, diese sich nicht weit 
von dem Tangentialkegel entfernt, den man vom Sonnen- 
mittelpuukt ans an Saturn legen kann. 

Man wird demnach von diesem E^el als erster Nähe- 
rung ausgehen können und die nothigen Correctionen auf- 
znsnchen haben. Den genannten Tangentialkegel erhält 
man, wenn man in den Gleichungen (5) 12 = 0 annimmt. 
Setzt man: 



X(ß) = /« Vi —ßU — m, - nß 



so kann man (5) schreiben 



VT—/»'« ) 



(11) 
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Wenn AssA'«0 angenommen vird, so ergiebt die 
Elimination von ß ann diesen Oieicbnngen den erwähnten 

Tangentialkegei. Setzt man noch zur AbkArzaug 

m wird man leicht die Gorrectionen bestimmen können, 

welche an die den Taiigentiallcej^el bestimmenden Coordi- 
niiten anj^ebracht werden müssen, um den Bedint^nnfifen der 
Schattenfläche zu genügen. Denkt man sich Polarcoordiiiaten 
in einer zur §-Axe des oben benutzten Coordinatensystems 
senkrechten Ebene eingeführt nnd setzt demgen^lss 

y=zQcoäq); ^ = Q sin (p; ^ = const. 

so kann O ab Function Ton q und g> angesehen werden. Einem 
bestimmten Werthe von entspricht in der Schatteniläche 
ein Werth ^ = wo demselben Werthe von 

g> entsprechende q fQr den Tangentialkegei ist. Aber zu 

gleicher Zeit nniss auch ß = -\- Jß gesetzt werden, wenn 
der Werth von ß für A = 0 ist. l<]ntwickelt man nun 
die Gleichungen (11), welche sich so schreiben lassen 

<I»0»,») = A(Af) 

®' (ß) = X (/S) 

und bedenM man, dass «o) = 0, — 5^ =»0, so er- 
giebt sich " 

dii) 

—jQ+...^m 



3e„ 



(12) 



St^Sß^-" ' dßi ' ■■■ 9ß 

So wird man durcli snccessive iSülierungen zn den rich- 
tigen Werthen yon und Jß gelangen können. In erster 
Näherung ist aber 

— J^ = k(ß,) (13) 
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lud da man bei den Sataratrabanten hierdurch den Verlauf 
der Schattenfläche (vom Saturn ans gesehen) auf einige Se- 
canden genau erhält, so wird man, wie noch erörtert werden 

soll, dabei stehen bleiben können. Es soll nur diese Nähe- 
rungsforniel entwickelt werden. 

Die und werden aus den beiden Gleichungen be- 
stimmt: 

Vi-ßU 

Hieraus folgt: 

Die Gleichung des Tangentialkegels ist hiernach 

i^ = 4mo(p + mo£) (U) 

Für die weiteren Reductionen sind noch von Werth die 
Relationen: 

Will man (14) vollständig entwickelt hinschreiben, so 
mnss man die HOl&grOssen »Iq, m^^ n etc. nach (4) ein- 
fahren. Man kann diese aber so schreiben: 



n a= 



V = 



R 
A 



2R{C 
Ä 
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Die Gleichung (14) gestaltet sich jetast so: 



C 1) .\ 



Wenn man aher bedenkt, dass ffir Saturn -r sehr klein 

A 

iät (<Cfirhnr) P aowM uls auch £ gegen x ebenfalls, 
so wird man mit hinreichender Genauigkeit setzen dflrfen 



Hierdurch ist nun bestimmt. Um auch (13) ▼ollstandig 
zu entwickeln, wäre jetzt eine etwas umständlichere Rech- 
nung auszafQhren. Man vereinfacht aber die Sachlage durch 

weitere Vernachlässif^nngen, welche die Schattenfläche in dem 
betraciiteten Fall»', wo es .sich um die Verfinsterung der 
•Saturntrabanten handelt, ebenfalls höchstens um einige Bogen- 
secunden verschieben können. Diese Vernachlässigungen und 
deren Berechtigung ergeben sich aus den folgenden Werthen, 
die man den Httlfisgrdssen m^, ifi| etc. geben kann: 




(15) 



P 




2RB' 
A- ^^D' 



(16) 



A A 



Hierdurch wird, weil auch x in den vorstehenden Gleich- 
migen nahezu unabhängig von ist: 
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Man kann aber die rechte Seite mit Hfilfe der oben an- 
gegebenen Relationen so darstellen: 

A^ 

Für die rechte Seite von (13) ergiebt sich zanächst: 

und wenn man (16) benutet, so wird schliesslich mit aus- 
lachender Omanigkat 



Diese Formel lässt an Einfachheit nichts zu wünschen 
fibrig. Wollte man anch noch die zweiten Potenzen Ton e fort- 

lassen, so ergäbe sich einfach was eigentlich 

auch schon der Genauigkeit, welche die hier in Frage kom- 
menden Beobachtungen verlangen, voraussichtlich genügen 
dürfte. 

Was den letzteren Punkt betrifft, so ist vor allem zu 
bemerken, dass die Grenze sowohl des Eemschattens als 

auch des Halbschattens eine rein mathematische Fiction ist, 
welche in den Beobachtungen nicht klar hervortreten kann. 
Wie der Halbschatten in unmerklichen Abstufungen in die 
volle Helligkeit übergeht, so bedeutet die Grenze des Kern- 
schattens nichts anderes, als den Ort, wo der Halbschatten 
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aiifanj^t, sich in stetiger Weise aufzuhellen. Ich liabe die 
VerhältDisBe, wie sie sich in Folge dieser Umstände hei 
Mondfinsternissen darstellen, an einem anderen Orte^) be- 
sprochen nnd gezeigt, dass sich die Grenze des Kemschattens 

in Folge physiologischer Einwirkungen fHr das beobachtende 
Ange in den Halbschutten hinaus scheinbar verschieben rauss. 
Es entsteht so das hckatiiit»' l'hänonien der scheinbaren Ver- 
grösserung des Erdschattens, ich habe dort einen Ausdruck 
abgeleitet für das Verbältuiss der Heiligkeit welche in 
der scheinbaren Entfernung x (hier gesehen von Saturn aus) 
von der Grenze des Kernschattens stattfindet, zu der unge- 
schwächten Helligkeit und den Ausdruck gefunden: 

1 5X-j- 1 /Dx\t 



1 5A-j- 1 /J>x\ 
^o"^ V^Jl^) ' ^^^^ 



worin X =s '^^ Nimmt man, was in runden Zahlen uu- 

gefahr den Verhältnissen entspricht, wie sie bei den Ver- 
finsterungen des Japetus durch Saturn stattfinden, = t>0, 
ß ^ 18^00 « ^ A s 30 und wenn x" den Werth von x 

in Bogensecunden bedeutet: 

f = L^.Ü72- 10](a?")* 

Hieraus folgt für a;" = 5 : 0.005 und fOr x^ 10: 
^ = 0.015. 

Mit Hülfe dieser Zahlen wird man leicht ermessen 
können, dass die Beobachtung des Eintritts nicht sehr sicher 
sein kann — bei Japetus entspricht einer Zeitminute ein 



1) Vierteyafamchrift der Astronomischen QeselUchaft. Jahr- 
gang 87. 8. 197 ff. 
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Bogen von 11" vom Saturn aus gesehen — und diisn es 
auf die Feststellung der Schattengreuze auf einige Bogen- 
secunden auch dann nicht ankommen kann, wenn sehr 
grosse Fernrohre zar Verfagang stehen. Wesentlicher £in- 
flass kommt hierbei auch noch dem Umstände zu, dass die 
Trabanten keine Punkte, sondern ausfgedehnte Massen sind. 
Doch ist hier nicht der Ort, auf diese Gegenstände n&her 
einzugehen. 
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Yerzeiehniss der etngelaufeueu Druekscbrit'ten 

Juli bis December 1694. 



Die vorehrlichen GcwllschAften und Insiitate, mii waleliaB nmawi AladMMto in 
Tuusi hvcrkohr steht, werden gebet«!!, nachatehende» VeraaiebttiM gugleichsl« Bmpiihiigs- 

beetätiguag zu betrachten. 



Von folgenden Gesellschaften und Instituten: 

Royal Society of South Australia in Adelaide: 
Transactions. Vol. XVIII for 1893/94. 1894. 8«. 

Alfideuiie der Wissenschaften in Amsterdam: 
Vcrhandelingen. Afd. Leiterkunde. Deel I, No. 3. 

Afd. Natunrkunde. Deel II, No. 1—6. 8. 

, III, No. 1-14. 1898. 8<>. 
Zittin^Tsverlagen. Natuurkundo. .lahr;?. 1893/94. 1S91. 8». 
Verslagen en Mededeelingeo. Letterkuude. 3« iieeks. Deel 10. 1894. 8P. 
Jaarboek 1898. 8^. 
Ft^jaren Fhidyle. 1894 S<\ 

Universität Athen : 
YorlesungsverzeichniM 1898/94 und 5 Schriften in griech. Sprache. 
18Ö5/93. 80. 

Peabody Imtitute in Bcätimore: 
37. anxraal Report Jone 1, 1894. 8^. 

JiJhna Bof^tin» ünioertUy in BälHmore: 
Girenlars. Vol. XIII, No. 113. 114. 1894. 4«. 

American Chemical Journal. Vol. 16, No.8. Vol. 16, No. 1-6. 1893/94. 8«. 
The American Journal of Philology. Vol. 14, No. 4. Vol. 15, No. 1. 
1898/94. efi. 

American Journal of Mathematics. Vol. XVI, No. 1— B. 1804. 4**. 
Stodies in historical and political scienoo. XI. Series, No. 11. 12. 

XII. Ser., No. 1-7. 1893/94. 8». 
Bataviaasch Genootschap van Künsten en Wetenschappen in Batavia: 
VetbandeliBgen. Deel 47, 2. Stak. Deel 48, 1. Stuk. 1898. 4^ 
Tijdschrift. Deel 37, afl. 1. 2. 3. 1893/94. 8». 
Notiilen. Deel 81, afl. 3. 4. 1893/94. S®. 
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KoninlsL natuurhundige vereenigtng in Nederiandseh Indü tu Batavia: 
Natoarkondig Tijdäofarift Deel 63. 1898. 8^. 

Historiseher Verein in Ba^uth: 
ArcbW f&r Oeachichte von Oberfranken. Band 19. Heft 1. 1893. 8^. 
5erMsefte Akademie der WissenseSuifiM in Bdgrad: 

Oodisohnjak. 7— YII. 1891-98. 1892—94. 8^. 

Glas. No. 43. 44 1894. 8^ 
Spomenik No. 23. '24. 1^94. 4". 

K. f)rcii^<i>!c}ie Akmlcmie der Winne fhschnffe)! in BeHin: 

8it/unj?8lM'nchte. I^IM. No. 1—38. 1894. gr. 8". 

Acta Borutisica. Ijand L der Behördenorgaoisatiou. 1894. 8^. 

Abhandlungen aus dem Jahre 1898. 1898. 4fi. 

Politische Korrespondenz Friedrichs des Grossen. Bd. XXI. 1894. 8^. 
Corpus insi riptionuin latinarum. Toni. VIII. para II. Sappl. 1894. foL 
Tom. VI, pars 4, fa-c. 1. Ib94. iol. 

A'. f/eoloft. J.nmh'Sdnstalt u)ul Bergakatlnnii ni Berlin: 

Abhandiungcu zur geolugiscben Spezialkarte von Freuäseu. Band X, 
Heft 6 n. 7. 1894. 4^. 

Permanente Commission der internaHonaien lärdmessung in Beviin: 

Verhandinngen der 1898 in Genf abgehaltenen Conferens. Berlin 1694. 4®. 

Deutsehe tJiemisdte OeseUsehaft in Berlin: 
Berichte. 27. Jahrg., No. 12-18. 1894. 8^ 

DeutiKhe geologisdie GesellscJuift in Berlin: 
Zeitschrift. Bd. 46. Heft 4. Bd. 46, Heft 1. 2. 1898/94. Bfi. 

Phif.<ii()loffisch€ Gesellschaft in Berlin: 

Centralhlafi fQr Physiologie. Bd. VIII, No. 7-10. 1894. Bfi. 
Verhand!un-,'en. .TaiirK- 1893/94, No. 11-18. 1894. 8". 

Kaiserlich (Icutschcs- archt'iohifiisches Institut in Berlin: 
Jahrbuch. Band IX, Heft 2. 3. 1891. l«. 

A'. Geodätisches Institut in Berlin: 
Jahresbericht 1893/94. 1894. S». 

Feier des 100 jährigen Geburtstages des Generallientenants Dr. J. 
J. Baeyer. 1894. A^. 

K. preuss. meteoreiogis^es Institut in Berlin: 

Ergebnisse der Beobachtungen an den. Stationen II. nndHI. Ordnung. 

1894, Heft 1. 

Ergebnisse der magnetischen Beobuchtungen in Potsdam in den 
Jahren 1890 u. 1891. 1894. 4^ 

Jahrbuch After die Fortsehritte der Mathematik in Berlin: 

Jahrbuch. Bd. XXUI» Heft 8. 1894. 8*. 

Curatorium der Savigng'St^uf^ in Berlin: 

Yocabularium jurispmdentiae Romanae jnssn instituti Savigniani. 
Fase. I. 1894. 49, 
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Vtretn für Gi -^rliiihtc ih'r Mark "Branihnthuni m Berliir. 
Forschungen zur braiulenbur^ischen und Preussi.schen lieschichte. 
Band Vn, 3. HUffce. Leipzig 1894. 8*. 

NatuimisunadMfdieke Wochenschrift in Berlin: 
Wooheiuclirift. Bd. IX, Hea 7—10. Juli bis Oktober. Berlin 1894. fol. 

Zeitathrift für Instrumentenkunde in Berlin: 
XIV. Jahrgang 1894. Heft 7-11. 4«. 

Alhfcrndnc fje.^chirhts forschende GeseJhrhnft der Schweiz in Bern: 
Quellen zur Schwpiz. i- ( loschicht.'. Hand XIV. Hasel 1891. 8**. 

Sefnicizeri.scfir Ndturforschrnde GeavlJsrhnft in Bern: 
Verhandlungen. 76. Jahresveräammlung in Lausanne 1893. Nebst 
flraDsteiscber üeberietzang. Laataime 1898. 8^ 
Natwrfwethende ChBeU9(3Mft in Bern: 
Mittheilnngen. Jahrg. 1898. 1894. 6«. 

Sehweinerische fieohuii-^rlic Kommi^ion in Bern' 
Beiträge zur geologi«fhon Kart*; der Sehweis. Lief. VIII, Sappl. I. 
Lief. XXIV, Theil ?>. 1893/94. l». 

Historischer Verein des Cantons Bern: 
ArcUv. Band XIV, 3. 1894. 8^. 

Oewerbegdntle in BiHriit: 
XIX. Jahresbericht fAr 1898/94. 1894. 8^. 

JB. Deputaiiane di storia pafrin per le Prooineie di Romagna 

in BfnJixina: 

Atti e Memorie. III. Serie. Vol. XII. f i^c 1-3. 1894. S». 

Universität in Bonn: 
Schriaen aus d. J. 1893/91 in 4» u. 8°. 

Verein von Alterthumsfreunden im Uheitüande zu Bonn: 
Jahrbficher. Heft 96. 1894. 4». 

SoeiSU de giographie eommerciale in Bordeaux: 
Bulletin. 1894. No. 11—22. 8^ 

SchJesische Gesell srhdft für rdferländiadie Ctdtwr in Breüau: 
71. Jahre'ibericht für «las Jahr 1893. 1894. S^. 

Hi^oriedi-atatietische Sektion drr mährischen Ackerbau- Gesellschaft 

III Brünn: 
Schriften. Hand 28. 1894. ö«. 
Notizenblatt 1893. No. 1—12. 40. 

Knnatarchftologische AufnahuK n au Mähren von Alois Franz. 1894. 4**. 

Academie Boyale de Medecine in Briissel: 
Bulletin. IV. Serie. Tome 8. No. 6-10. 1894. 8». 
Memoires couronn^a. Collection in 8®. Tome XIll. 1894. f^". 

Academie Boyale des Sciences in Brüssel: 
Bolletin. 8« 8^. Tome 27, No. 6. Tome 28, No. 7-11. 1894. 8^. 

SoeiiU des Bollandistes in Brüssel: 
Analecta BoUandiaoa. Tom. Xni, fasc. 8, 4. 1894. 8<*. 
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SodHi efUomologique de Belgique in Brüssel: 
AnoalM. Tome 87. 1898. 8^. 

Mtfmoirea If. E. Branske, Die Helolonibiden. 1884. 8^. 

K. üngariadte Akadewue der Wisaemduißen in Budapest: 

Matheniatische u. natarwinenwliaftliche Berichte ftasüngarn. Bd. XI, 2. 

Berlin 1894. 8^. 
Ungarische li.'vne. 1894. Heft 5—8. 8". 

7\'. U)i<jarifiche (jcologischc An><i(ilt in Budapest: 

Füldtani Közlöny. Baud XXIV. Heft 6—10. 1894. 8". 

EvkOn^o. Baad X, 6. XI, 1. 8. 1894. 80. 

Mittheilnxigeii ana den Jahrbflchern. Band X, 6. 1894. 8**. 

StattsHsiihea Bureau der Hauptstadt Budapest: 

Publikationen. XIX. XXV, 1. 1894. 4". 

Gu9t. Thirrin^, Geschichte des statistiachen Bureaus von Budapest 
Berlin 1894. 8«. 

Botanischer Garleti in Buiteftzorg: 

Verklag over het jaar 1893. 1894. 49. 

Mededeelingen uit'elands Plantentain. No. XI— XIIL 1894. 4«. 

InstUut Mitearologique de Boumanie in Bukarest: 
Analele. Tom 8, anul 1892. 1894. 4<>. 

SocOti Limienne de Normandie in Caen: 
Moires. Vol. 18, fasc. 1. 1894. 49. 

MeteorclogieaU Department of ihe Government oflndia in CcdeuUa: 

Monthly Weather Review. Febroary — ^Jme. 1894. fbl. 
Meteorolog. Obeerrations. February — June. 180t. fol. 
Memorandum on the snowfall in the mountain disti i< t^. Simla 1894. fol. 
India Weather üeview. Annual Summary 1893. 1894. fol. 
Report on the Administration 1898—94. 1894. foL 

Ämaltie Society of Bengal in Cäteutta: 

BibUotheca Indica. N. Ser. No. 894-846. 1898/94. 8^. 

Proceedinga. 1894. No. II— VII. 1894. &\ 
Jounial. New Seriös. No. 883-387. 1894. 6^. 

Geological Surcetj of Tndia in Cnlcutfa: 

Records. Vol. 27, part 2. Vol. XXVIU, part 3. 1894. 8«. 
Memoirs. PalaeoDtologia Indica. Series IX, Vol. II, part 1. 1893. fol. 
Hannal of the Geolofny by R. D. Oldham. 2. Edition. 1898. 4f*, 

FhHosog^iieal Society in Cambridge: 
Proceedings. Vol. Vm, part 8. 1894. 8^. 

Museum of compairaHee soologif in Cambridge, Mass: 
Bulletin. Vol. 26, No. 7—11. 1894. 8*. 

K. Sächsisches meteorologisches Institut in ChemnitM: 

Deutsches meteorologischeB Jahrbuch för 1898. Abtheilung I n. II. 
1894. 4^ 
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Field CMumbian Mueeum in Chieago: 
Guide. 18M. S^. 

Zeitschrift ,.The Open Court" in Chicago: 
The Open Court. Vol. Vill, No. 866-368, 866—881. 1894. 4«. 

Zeitschrift „The Momtt" t« GAtccu^: 
The Monist. Vol. IV, No. 4. Vol. V, No. 1. 1884. 8^. 

K. Geedlsehaß der Wiesenedurften in Chrittiania: 

Forhandlincjer for 1893. No. 1—21. 1894. 8». 
Oversigt i 18U3. 1894. S». 

Nonregische Commission der Europäischen G-radmesftu>}g in Christiania: 

O. E. Schlötz. Resoitate der 1893 ausgeführten Pendelbeobachtnngen. 
1894. 8<>. 

UnivereitiU in ChrisHania: 

AarsberotniBgr 1891-92. 1892 98. 1898—94. Bfi, 

Jahrbuch des meteorolog. Institut« für 1891. 189B. l». 

Archiv for Mathematik. Hand XV. 4. XVI, 1 -4. 1892-93. 

N^t Mafjazm for Naturvidenskaberne. Vol. 33, Heft 1 — 5. Vol. 34, 

Heft 1 n. 2. 1892—98. 8^. 
Annaler 1892, 1893. 8". 

Th. Kjerulf, En Haekke norske Bergarter. 1892. 4«. 
A. Chr. Bang, Dokumenter og Studier, den luthertike Katekismus* 
hUtorie. I. 1898. Bf^. 

HietoriedhanHquariedte QesdUdiaß in Chur: 

28. Jahresbericht 1898. 8. 

jNaturfaradiende Oeeeüsdutß Cfraubündens in Chur: 

Jahresbericht. N. F. 87. Band. 1894. 8^. 

ChenUker-Zeitung in CiHhen: 

Chemiker-Zeitung 1894. 48. 49. 52. 68—76. 78—101. fol. 

Äeaäemia nadonäl de eieneiat in Oirdoba (Bep. Ärgeniina): 
Boletin. Tom XII, 1. 8. 4. XIII, 1—4. Buenos Aires. 1890. 189^98. 8<». 

Ofieina meteorologica Ärgeniina in C&rdoba (Bep, Ärgent.J: 
Anales. Tom IX. parte 1. 2. Buenos Aires 1898/94. 4^ 

UnivereiUli CeemofunU: 

Verseiclniiss der Vorlesungen. W. 8. 1894/96. 1894. 8^. 
üebersicht der akadem. Behörden im Stndieiyahre 1894/96. 1894. 80. 

Naturforaehende Geeeüschaft in Daneig: 

Schriften. N. F. Bd. VIII, Heft 8. 4. 1894. 8». 

EitUmsdker Verein in Dannetadt; 

Archiv fttr Hessische Geschichte. N. F. Band I, Heft 2. 1894. 

Mkxie polifteehnique in IMß: 

Annale» Tome YIU, livre 1. 2. Leide 1894. 4^. 
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Colorado Sdentific Society in Denver: 
R. C. Hill», Oie deposits of Camp Floyd District, Tooele County, 

Utah 1894. 8". 

F. 0. Knigbt, A anspected new mmera! ftom Cripple Graek. 1894. 8^. 

Verein fOr Anihaltisehe C^ettStUMe in Dessau: 
ttitliheilniififen. Band VII, 1. 1894. 8^ 

Naturforacher-Gesellschaft bei der Universität Twrjev (Dorpat): 

Sitzunpfsberichte. IM. X. 2. 1893. 1894. 8". 

Archiv für die Naturkunde Liv-, Esth- und Kurlands. Bd. X, 3. 4. 
1898-94. 8". 

üfiiversitiU Twiyeio (Dorpat): 
Sebriften aus dem Jahre 1898/94. 4® xl 

Union (jioriraphique du Nord de la France in Douai: 
Bulletin. Tome XV. trimestre 1. 2. 1894. 80. 

K. Säch.<:ischcr Alterthumsverein in Dresden: 

Jahresbericht 181)3/01. 1891. 8". 

Neues Archiv für sächsische Geschichte und Altcrthuniskund»'- lid. W. 
1894. 

Verein für Erdkunde in Dresden: 
XXIV. Jahresbericht. 181^ 8«. 

A'. norsl-r Videuskabers Selskab in DroiUheim: 
iikrifter. 1892. 1893 8» 

]iOi/nl Trish Academy in Dublin: 
The Transactions. Vol. 30, part 13. 14. 1894. 4». 

Naturwissenschaftlicher Verein roUichia in Dürkheim: 
ICitUieilimgen. 61. Jahrgang, No. 7. 1898. 8^. 
DerDrachenfels bei Dürkheim a.d. H. von G. Mehlis. Neustadt 1894. efi. 

Banal College of Physicians in Edinburgh: 
Reporte. Vol. V. 1894. B». 

Royal Socirfu />? Eilinhnrrfh : 
Proceedings. Vol. 20, pag. 161-801. 1894. 8". 

Geological Society in Edinburgh: 
Transactions. Vol. VII, 1. 1894. 8» 

Scotti^ Mieroscopical Society in Edinburgh: 
Prooeedings. Session 1898—94. 1894. 8^. 

Soyal Physieal Society in Edinburgh: 
Proceedings. Session 1892—98 n. 1893—94. 1898/94. BP. 

Lehr- und Erziehmiysansfnlt in Marioi-JEinsiedeln: 
Jahresbericht für das Jahr 1893/94. 1894. l^. 

Verein für GeschidUe und ÄUerihiimer der Grafschaft Mansfeld 

in Einleben: 
Mansfelder Blätter. 8. Jahrg. 1894. 

Natur forschende Gesellschaft in Emden: 
78. Jahresbericht pro 1892/98. 1894. 8^. 
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Universttnt Erlang en : 
Schriften der Uniyersität aus dem Jahre 1893- 94 in 4^ n. 8^. 

Beale Accndemia dei GeorgnßU in JfHorens: 
Atti. IV. Ser. Vol. 17, diap. 1. 2. 1894. 8». 

Bihlioteca nazinnale centrale in Florenz: 

Catalogo dei manoscritti 'gianici della Biblioteca nazionale centrale 
di Firenze per Franc. L. Pnll& No. 1—4. 1894. 4®. 

Senekenbergist^ natwrf&iw^näe QeioM^^aft in Frankfurt ajM.: 
Beriobt. 1894. 8<». 

Abhundliin<?en. Band XVIII, 3. 1894. 4». 

Verein für Geschichte und Älterthumsl'unde in Frankfurt a/M.: 
Inventare des Frankfurter Stadtarchiva. Band IV. 1894. gr. 

Physikalischer Verein in Frankfurt ajM.: 
Jahresbericht für das Jahr 1892/93. 1894. 8». 

Nat urwissen.schaftl icher Verein in Frankfurt a/0.: 
Helios. 1694. No. 1-6. 8^. 
Sodetatum Literae. 1894. No. 4—9. 8*^. 

Universität Freiburg i, Br.: 
Schriften der Universit&t. 1898/94 in 4P n. 8^. 

Breisgau- Verein Sihau in*s Land in Freiburg: 
Schan in's Land. 20. Jahrlauf, Heft 1. 2. 1894. fol. 

Institut Xafiondl Genivois in Genf: 
Bulletin. Tome 82. 1894. S». 

( fhsemitoire in Genf: 

R^aume meteoroiogique de Tannee 1893 pour Geneve et le Cirand 
Saint-Bemard. 1894. 8*. 

Universität in Genf: 
Schriften ans dem Jahre 1893/94. 

Betaniseher Garten in Gent: 
Botanisch Jaarboek. VI. Jaargang. 1894. 8^ 

Universitäts-BibUo^k in Giessen: 
Schriften der Universität Giessen aus dem Jahre 1893/94 in 4** u. 8®. 

Oberlausitzische Gesellschaft der Wissenschaften in Görlits: 
Neues Lausitzisches Magazin. Band 70, Heft 1. 1891. H". 

K. Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen: 
Abhandlungen. Band 39. 

a) Historisch'philologische Classe. 
1.) Mathem.-phv8. Classe. 1894. 4". 
Gelehrte Anzei^^en. 1894. No. 7-12. Juli bis Dezeinl)er. 1894. 4P. 
Nachrichten. Matbem.-ph^s. Classe. 1894. No. 3. 4^. 

Fhilol..hiit. Classe. 1894. No. 2. 8. 4P, 

K, GeseOedtaft der Wissenschaften in Gatkenburg: 
Handlingar. Heft 26-29. 1891—94. 8^. 



Digitized by Google 



446 Verzeuhniss der eingelaufenen Druckedmften, 



The Journal of Comparative NeumiUtgy m Chrtmoitte (Ohio): 
The Journal. Vol. IV, p. 73 - 192. 1804. 8". 

Steiermärltseher LandeHausschuss in Graz: 
82. Jahresbericht <les Stoionnärk. LandeHinuseums Joanneum. 1894. 8**. 

Historischer Verein für Steiermark in Graz: 
Mittheilungen. Heft 42. 1894. 

Beitrag tw Kunde ateiermftrlrischer CreschichttqneUen. 26. Jahrg. 

1894. 

Uebersicht der in »Ion periodischen Schriften des historischen Vereins 
für Steiermark bis 1892 veröffentlichten Aufsätze. 1894. 89. 
NalurwLssenfichoftiicher Verein für Steiermark in Graz: 
Mittheilongen. Jahrg. 1893. (Heft 80.) 1894. ^, 

OeüUsehaft für Fonmerethe Oeeehi^te in Oreifewald: 
Pommersche Genealogien. Bd. 4u Herantg. von Th. Pyl. 1896. 8^. 
Fürsten- und Landesschule in Grimma: 

A. Weinhold, I^cmierkun^en XQ Platons Qorgias al« Schullekiüre. 

(Programm.) 1894. 4". 

K. Instituut voor de Taalf Land- en Volkenkunde can Nederlandsch 

Indie im Haag: 
Bijdra^en. V. Reeks. Deel X, afl. 8, 4. 1894. 8^. 
Naamlijst der Icden op 1. Juni. ISnj. 8" 
Alb. C' Kruyt, Woordenlijst van de l'>aree-Taal. 1894. 8^. 

Ministerie ran Kohmicn im Ilanfj: 
Pithecauthropus erectus: Eine menschenähnliche Uebergangsforni aus 
Java, von Eng. Dabois. Batayia 1894. 4^ 

Noea Seotian InttiHiuJte of Sdenee in Halifax: 
The Proceedings and Tranaacfeions. II. Series. Vol. I, part 3. 1893. 8®. 

LeopiMnisch'Ckiroiinisehe Deutsche Akademie der Naiurfored^er 

in IlnUe: 

Leopoldina. Hail 30, No. 11-20. 1894. 4". 

Deutsche morgenländisclie Gesellschaft in Halle : 
Zeitschriit. Band 48, Heft 2. 3. Leipzig 1894. 8^. 

Universität Halle: 
Schriften der Uniyersitftt a. d. J. 1898/94 in 4» u. 8^. 

Thüiring,'8äths, Verein für Erforschung des vaUrländieehen JUerIhmu 

t»? Ifdlle : 

Neue Mittheilunfren. Band .Will, der 11. Hälfte Schlussheft. 1894. 8» 
Naturwissfnschdltlirlicr Verein für Sachsfu und Thüringen in Halle: 
Zeitschrift für Naturwissenschaften, ßand 66. Heft 5. 6. Band 67, 
Heft 1-4. Leipzig. 1894. ^. 

StadJt-BütilioÜiek in HamUmrg: 
Von den l&mburger wissenschaftlichen Anstalten im J. 1898 heraus- 
gegebene Schriften in und 

Verein für Hainhurgische Geschichte in Mamburg: 
Zeitschrift, liand IX, a. lök. 8^. 
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GeschichtHverein in Hanau: 
Fefltschrift zu seiner '»O jlihripfen Jnlfolfcipr. 1894. 1". 

Naturhißtorisclie Geselltschaft in Hannover: 
42. und 43. Jahresbericht. 1894. 8°. 

Historischer Verein für Niedersaehsen in Hannover: 
Zeitschrift. Jahrgang 18M. 

Teißers tweede &enooti€hap in Hearlem: 
Verhandelingen. N. R. deel III, itak 8 in 8^ ond Atlas, 6* stnk 
in fol. 1894. 

Mitsce icijler in Harlem: 
Archive«. Ser. II. Vol. IV, Partie 2. 1894. 4^ 

SoeiiU HoUandaise des Seienee$ m Hadem: 
AiefaiTea Nterlandaises. Tome 28, livre 2—4. 1894. BP, 

ümoersitäts-BiblMhek in Heiddberg: 
Schriften der Universitftt a. d. J. 1898/94 in 8^. 

Historisch-philosophiHcht'r Vt ieiu in Heidelberg: 
Nene Heidelberger Jahrbücher. Jahrg. IV, lieft 2. 1894. 8". 

Commission (jeologique de la Finlande in Helsingfors: 
Carte g^ologique de la Finlande. Livr. 25. 26. avec 2 cartes. 1894. 8°. 

T\})}(huUsi-}ie, (resellscliaft der Wissenschaften in Helsingfors: 
Acta societatis acientiarura fennicae. Tom. XIX. 1893. 4*. 
Oefveraigt af Förhandlingar. XXXV. 1892—93. 1893. Q^. 
Bidrag tili kännedomafFinlaads Natur och Folk. Heft 62. 68. 1898. 

SoeUU de gSograj^ de Fitdande in Hdnngfora: 
Fennia. IX. XI. 1894. 8^. 

Aslrophi/sil-alisches Obserwttorium zu Hereny (Ungarn): 
Meteorologische Beobachtungen im Jahr 1891. Budapest 1894. 4®. 

Verein für siehe nfiürtjischr Landeskunde in Hermonn^odt: 
Jahresbericht für das .lahr 1893/94. 1894. 8^. 
Archiv des Vereins. N. F. Band XXVI, 1. 2. 1894. 8». 

Sieberdtürgise^ Verein für Naturwissenschaften in Hermannstadt: 
Yerhandlnngen and Mittheilungen. 48. Jahrgang. 1894. 8**. 

Vogtländiseher AUerthumforsehender Verein in Hohenleuben: 
61.-64. Jahresbericht. 1894. 8<>. 

Ungarischer Kwrpa!(ken'Verein in IgUl: 
Jahrbach. 21. Jahrgang. 1894. S®. 

Ferdinandeum In Innsbruck: 
Zeitschrift. 3. Folge. Heft 38. 1893. 8«. 

N((turwissens(haftJicli.medizinischer Verein in Inn^ruck: 
Berichte. XXT. Jahrg. 18ü2/!)3. 1894. 8". 

Me<Ucniisch-n(itHnri.<.'<r>is< h(tftlic}ie (reseUschoft in Jena : 
Jenaische Zeitschrift für Naturwissenschaft. Bd. 28, Heft 4. Bd. 29, 
Heft 1. 1894. 8^ 
im. lUXk,'thj». OL*. 29 
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Centralhureau für Meteorologie in Baden zu Karlsruhe: 
Jahreabericht für das Jahr 1893. 1894. 4». 

Gro8sIterzoglich technische Ilocii6chule m Karlsr ufte: 
Schriften am d. J. 1898/94 in n. 8*. 

8oeUU phyiie(HnalhimaHqite in Kasan: 
Balletill. » Serie. Tom. IV, No. 1. 2. 1894. 8». 

Kaiserliche Universität in Kasan: 

Jubiläums.schrift zu der handertjftbrigen Geburtstagsfeier Lobatocb- 

ewski's. 1894. 4". 
Utschenia iSapiski. Tom. 61, Heft 4-6. 1894. 8^. 
2 Dissertationen (von Troisky and Golnben) in russischer Spraehe. 

1894. Bf>, 

Universität in Kiel: 
Schritten aus d. J. 1893/94 in 4^ u. 8». 

K. Universität in Kiew: 
Iswestga. Tom. 84. No. 6—10. 1894. S^, 

UfdverwU Imperuüe in Kharkow: 
Annales. Tome 3. 1894. 8» 

Annales. 1894. Heft 2. Nebst 2 Abhandlungen in russ. Sprache. 1894. 8". 

Geschichtsverein für Kärnthen in Klagenfurt: 

.lahresberioht für 1893. 1804. 8". 

Archiv für vaterländische Geschichte. 17. Jahrg. 1894. 8°. 
Garinthia. I. 84. Jahrg., No. 1—6. 1894. 8^. 

ÄergÜicIhnaturwissensdiafUidier Verein in Klausenburg. 
ErtesitO. IL Abth. Band 19, Heft 1. 2. 1894. S^. 

Stadtarchiv in KlÜn: 
Mittheilangen. Heft 25. 1894. 8«. 

Physikalisch-ökonomische Gesdlschaß in Königsberg: 
Schriften. 34. Jahrgang. 1893. 4^^. 

Universität Königsberg : 
Schriften der Universität aus d. J. 1893/94 in 4*^ u. 8*^. 

K. Akademie der Wissenschaften in Kopenhagen: 
Oveisigt. 1894. No. 2. 8«. 

QeseUsehaft für nordisehe Jitertkumshunde in Kopenhagen: 
AarbOger. II. Raekke. 9. Band, 2. H&lfte. 1894. 8^. 

Genealogisk Institut Kopenhagen: 
L. PI. F. de Fine Olivarias, Stamtavler over Slaegteme Olivarius og 
de Fine. 1894. 4« 

Akademie der Wissenscliaflen in Krakau: 
Monumenta medii aevi historica. Tom. XIII. 1894. 4^. 
Sprawoxd. komisyi fixyograf. Tom. 28. 1893. ^. 
Rozprawy wydz. matciiiat. Tom. 26. 1893. 8°. 
Zbior wiad. "do Antro)tolof,'ii Tom. 17. 1893. 8^ 
Anzeiger. 1894. Juni, Juli, Uktol^er, November. 8°. 
Biblioteka pisarzöw polskich. Tom. 28. 1898. 



Digitized by Google 



Verzei^nis» der eingdai^enen Dmeksdiriften. 44d 

Hifttorischer Verein in LemdAut: 

Verhandlunj^en. Band 30. 1894. 8**. 

Societe d'histoire de la Snisse Ttomande in Lausanne: 

Memoires et Documenta Tome 38. 1894. 8**. 

Mnatschappij i'itn Nederlandache Letf erkunde in Jjeiden : 

Tijdscbriit. XIII. Deel. AÜev. 3, 4. und Kegiäter zu Deel I-Xll. 
1894. ^. 

Handelingen en Mededeelingen 189S— 189i. 1894. 8^ 
Leveaubenchten der uf»jestorven medeleden. 18!)4. 8®. 

Archiv der Mathematik und Physik in Leipsng: 
Archiv. U. Beihe, Theil XIII, Heft 1. 2. ' 1894. 8*\ 
Astronomische Gesellschaft in Leipziff: 
Vierteljahrä8chrift. Jahrgang 29. Heft 2. 1891. 8^ 
Katalog der astronom. Gesellschaft. I. Abth., 6 StQek. 1894. 4\ 

Deutgehe GeteRschaß zur Erforst^ung vaterJändutdter Sprache uml 

Alterthümer in Leipzig: 
Mitiheilungen. Band IX, Heft 1. 1894. d«. 

K. sädisischc Gesellschaft der Wissenschaften in Leipziff : 
Abhandlungen: a Philol.-hist. Chisse. Hand XIV, 6. 7. XV. 1. 

b) math.-pbys. Oiasae. Band XXI, 2. 1894. 4**. 
Berichte der philol.-hist. Classe. 1894. L Bfi. 

Journal für praktische Chemie in Leipzig: 
Joomal. N. Folge. Band 49, Heft 10—12. Band 50« Heft 1—12. 
1894. 8«». 

A'. A'. ]icr(j(ikadf iit(r in Leoben: 
l'io^'ranmi für das .I.ihr 1894/95. 181)4. 8*^. 

Agriciiltural-Expenmeut Station^ Unicersity of Nebraska in Lincoln: 
7^ amraal Report for 1898. 1894. 8^. 

Zeüsehrift „La Ceüule^ in Li>ewen: 
La Cellnle. Tome X, 2. 1894. 4P. 

Ihe Agent'genertd for New SouUi'Wales in London: 
An Australiun T.angu.tge as flpoken by tiie Awabakal, by L. E. Tbrelkeld. 
Sydney 1892. 8". 

Bridsh AssormUnu for tlie Adrancement of Science in Lnndmi: 
Report on tbe ÜS^^ Meeting'. 1804. 8». 

The Kinjlisk Jli.stoncnl llerinr in London: 
Hiator. Ueview. Vol.' IX, No. 35, 36. July and October 1894. 8". 

Royal Society in London: 
Philoaophical Transactions. Vol. 184. A. B. 1894. 4*. 
Liflt of Fellows. 30. Novbr. 1893. 4". 
Catalogue of Scientific Papera. Vol. X. 1894. 4». 
l'roceedingH. Vol. 55, No. 334, 335. Vol. 5ü. .N<.. 33G-339. 1894. 8**, 

]{. AstrommiCiü Society m Lindon: 
Monthly Notiees. Vol. 54, No. 89 Vol. 65, No. 1. 1894. 8». 

29* 
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Chemical Society in London: 

.Tournal. No. 380—885. .Tuly-December 1894. 8**. 

Proceedings. No. 141. 142. .Session 1893—94 and 1094—95. 8°. 

Liniiean Society m London: 

The Journal: a) Zoology, No. 155 — 157. 

b) Botany, No. 177 und 205—206. 1894. 8«». 
The TransaetionH: ll'i 8erie: 

a) Zoology. Vol. V, part 9-11. Vol. VI, part 1. 2. 

b) BotÄuy. Vol. III, part 9 — 11. Vol. IV, part 1. 

Proceeding». October 1898, May 1894. 1888/94. 8^. 

List 1893/94. 80. 

Catalogue of thc Library. Part IT. I'eriodicala. 1893. 8^. 

Mcdical nn(t <hiru)(ju(il Society in London: 
Medico-Chirurgical Transactions. Vol. 76. 77. 1893/94. 8". 
Cataloi^e of the Ubnurj. Supplement VII. 1893. 8^. 

JBoyol Miero900pieal Sodety in Limäon: 
Jonnml. 1894. part 4. 6. 8*. 

Zoclogical Society in London: 
Proceedings. 1894. Part IL III. 8^ 
Transactions. Vol. XIII, «t. 1894. 4^. 

Ztitschnft ^Ndttirf* in London: 
Nature. Vol. 50, No. 1285-1308. 1894. i». 

Societe gcoloyique de Belgique in Lüttich: 
Annales. Tome 21» livr. 1. 2. 1893/94. 8^. 

Hisioriadher Verein der fünf Orte in Xautem: 
Der Geschichtsfrennd. 49. Band. Staas 1894. 8^. 

Government Museum in Madras: 
BoUetin. No. 1. 2. 1894. 8^. 

Beal Äcademia de la historia in Madrid: 
Boletin. Tomo 25, cnad. 1^. 1894. 8P. 

Naturwissenschaftlicher Verein in Magdeburg: 
Jahresbericht und Al)handlunf?en. 1893;9L I. Halbjahr. 1894. 8**. 
Festachriit zur Feier des 2r).j;ihr. Stiftungstages des Vereins. 1894. 8^. 

Fondaziotw scicnfifim Cagnola in Mailand: 
Atti. Vol. Xi, 1891/92. 1893. 8». 

Jieale Isiitutu Lombardo di Scienze in Mailand: 
Rendieonti. Ser. II. VoL 26. 1892. ^. 
Memorie: a) Classe di scienze atoriche. Vol. 19, fasc. 1. 

b) Classe di .scienze matematiche. Vol. 17, fasc. 2. 1892. 4^ 

Societä Storica Lombarda in Mailand: 
Archiyio storico Lombardo. Sor. III. Anno XXI, fasc. 2. 3. 1894. 8°. 

Lifrrari/ and philosophical Society in Manchester: 
Memoira and Proceedings. IV. Ser. Vol. 8, No. 3. 1894. S". 
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Verein für Naturkunde m Manniteim: 
5«.— eO. JahcMbericht. 1894. Sß. 

nnineraitäU'Bibliothek in Marburg: 
äcliTiAisi dar UniTncntlt MsibiiKip d. J. 189Q/94 in 4^ n. 8^. 

Ferei« /lir Geathitkte der Stadt Jl£eia§en in Meitsenr 
MittheilangOL Band 9t Eteft 8. 3. 1886. 8^. 

Äcademie in Metz: 
Memoizai. 79» annee 1891/92. 1894. 

GeseUsehnß für lothrinffiache Geschichte MetSf: 
JaiirbiiclL 5. Jahrgang, 2. Hälfte. 1884. 4«. 

i thsfrvntorh) metpnri)hyjien central in MtSßicO t 
Boietin- Mensual. Torao III. N'o. 5. 1894. 4<». 

Sitritulinl cientißca Antonio AJ^ate in Mexico: 
Memoriiw. Tomo VII, Xo. 11 — 12. 1894. 8°. 

Socieilfld dt' i'-oiirnfin y f^tttdisticir in Mexico: 
iJoIctin. IV» epoca. Tom., i. N'.). 11. 12. Tomo i. So. 1.2. 1694. 

!^oc%etä dei naturnlidtt tu Modena: 
AtlL 8er. HL ToL XII. Anno 27, faae. 8. 18M. 8^. 

SoeiHi Imjttriaie des IfatwrtUitte$ Mt Moekom: 
BnUetia. 1894. No. X 8». 

Aa<«f«Mdb«f .im« der Stmdt MMken: 
Die Büelienaralimg der attdluehen Kollegien MSn^Mn». 18«M. 8». 

IAtmImAc ^TMeBMM^ ^ A»thrnp,.l,„i,.' wmd ütffetdlMe t» JMm 

li/i^ München. 
CorreMpondenzblatt. 1894. No. 6 8. München. 4*. 

K. Techniiche H'^'hAchule in München; 

Pro^n-amm mr das Studienjahr 1894/95. 1894. 8®. 
bericht für da8 Stadienjahr 1893/94. 1894. 40. 
Penonalrtand. Winier.-8em. 1881/96. 18»«. 8*. 

Metropaiitan-Kapitd Mündken-Freising in Mmnehen: 
Amiäblatt der EndiOceee Münclien nnd Freising. No. 15-38. 8^. 
K. f^aatemmBterimm de» Innern für Kirchen' und Sd^angeiegetäieiten 

in München: 

Geoj^o>tis- he Jahre»hette. Jahr»?. VI. 1893. Uas.^el 1891. ;^^r. 8^. 
5. Bericht über die Thati^keit der phjäikai.-techn. KeichjsaiiäUlt. 
Berlin 1894. ffi. 

ünhereitat in Münzen: 
Schriften der Unirenität ane dem Jahre 1884 in 4* o. 8^, 

Aertßiehir V§rem Mümdken; 
Siftningabericlite. HI. 1698. 1894. 8». 
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Bayerischer JJampfkessel-Revtsiom- Verein in Münclten: 
21. Jahresbericht 1893. 1894. 8®. 

Historischer Verein in München: 

Monatsschrift. 189i. No. 7—12. Juli— Desember. Sf^. 
Oberbayerisehes Archiy. Band 48, Heft l. 2. 1898/94. 8^. 

Westfälisdier Proeimial verein in Münster: 
21. Jahreiberiebt för 1892/93. 1893. 8*". 

Accadcmia dellc Hcienze fisirhf in Neaj)c]: 
Rendiconto. Serie II. Vol. VJII, fasc. 8—10. 1894. 4". 

Societn /{eitle Nr(t}>el : 

Aiti della K. Accademia di scienze morali e uoUtiche. Vol. 26. 
1893/94. 8». 

Rendiconto dell' Accademia di scienze morali e politiche. Anno 81. 82. 

1892/93. go. 

Atti della R. Accademia delle acienze tiaiche. ISer. II. Vol. 6. 1894. 4^. 
Rendiconto deir Accademia delle scienze fisiche. Ser. II. Vol. 8, 
fatc. 6 e 7. 1894. 4®. 

ZooJofjische Station in Neapd: 
Mittheilungen. Bd. XI, 3. Berlin 1894. 8^. 

Anterican JourmA in New-Haven: 

The American Journal of Sdenoe. Vol. 48, No. 288 -288. July- 

Deceinber. 1894. 8®. 

Olist vfdtori/ of the Ytile Uniiirsity in New-Hacen: 
Report für the year 1893/94. 1894. 8«. 

American Orieutal Society in Neu- Huven: 
Proceedings at New-York. March 29-81. 1694. 8^. 

Norffi of En^imA InttÜtiie of Mining ami Mei^ameal Engineers 

in Netccastle-upon- Tyne : 

Transactions. Vol. 43, No. 5. 6. Vol. 44. No. 1. 1893/94. 8». 
Annual Report of the Council for 1893/94. 1894. 8". 
Report of the Proceedings of the tlaraeless explosive.s Couimittee. 
Part I. 1894. 8^. 

Ajcadtmy of Sciences in New'Tork: 
Annais. Vol. Vm, No. 4. 1894. 8<». 

American Museum of Natural History in New-York: 
Annaal Report for the year 1893. 1894. 80. 

State Museum in Neio-YorJ: : 
45^^ and 40ti> annaal Report for the year 1891 and 1892. Albany. 

1892/98. 80. 
Bulletin. Vol. 8, No. 11. Albany 1898. 

American Chemieäl Society in New-York: 
The Journal. Vol. XVI, No. 6—12. Easton 1884. 8<». 

American Qeographiedl Society in New-York: 
Bulletin. Vol. 26, No. 2, 3. 1894. 8^. 
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NederJnmhch Botanische V( reonifimf in Nijmef/en: 
Nederlandscli kruidkundig Archief. II. Ser. Deel VI, Stuk ü. 18U4. 8'\ 

Naturhistorische Gesellschaft in Nürnberg: 
Abhandlongen. Band X, Heft 2. 1894* 8<^. 

Komiti für die Hans'Sati^Feier in Nürnberg: 
Hans Sachs zum 400 j:ihn>en Gebnrmubilftnm des Dichten. Von 
Ernst Mumenhoff. 1894. 8*'. 

Nettritssische na für forschende Gesellschaft in Odessa: 
Sapiäki. Tom. XVIII, 2. 1894. 80. 

OrganiRfttion de IMkide climateriqne de 1a Rutne par KloMOvaky. 
1894. 4<». 

'Royal Society of Canada in Ottawa: 
Proceedings und 1 ran.sactions. Vol. XI, for tho yenr 1893. 1894. 4^. 

The Madclitfi' Observatory in Oxford: 
Radcliffie Catalogue of Stars 1890. 1894. i^. 

Soeietä Veneto-Trentina <ü eeienee natunüi in Padua: 
Atti. Ser. IL Vol. 3, fasc. 1. 1896. 8^. 

Circülo matematieo in Paiermo: 
Uendiconti. Tom. VIII, 5. 6. 1894. gr. 9,^. 

CoVeßio deyli Inycyneri in P(dermo: 
Atti. Annata 17. 1894. Oennaio — Aprile. i'\ 

Acadeinie de niedecine in Paris: 
BoUetin. 1894, No. 27-61. 8»». 

Aeadimie des seiences in Paris: 
Comptes rendas. Tome 119, No. 1-25. 1894. i^. 

Societr mathematique de Fratice in Paris: 
Bulletin. Tome XXII, No. 5 -8. 1891. 8». 

Societe de yeographie in Paris: 
Bulletin. VII. Ü^t. Tom. 15. 1^ et 2« triroestre. 1894. 8". 
Comptes rendas 1894, No. 14—17. 8^. 

Monitewr Seientifique in Paris: 
Moniteur. 4« S^r. Tome VIII, 2* partie, line 681— 886. Jnillet-Ddc. 
1894. 40. 

Zeitschrift „L' Eltctricien'' in Paris: 
yfilectricien. 2« Sdr. Tome VIII, No. 184—208. Paris 1891. 4'». 

Aeadimie Impiriaie des seienees in St. Petert^urg: 
Bulletin. Nouv. Ser. Tome IV, No. 1. 2. 1894. 4». 
Bulletin. Ve Serie. Tomo T. Xm. 1—3. 1894. 4*'. 
Memoires. Tom. 31). 41, No. 0-9. 42, No. 1-11. 1893/94. 4». 
Byzantina Chronika. Tom. 1, Heft 1. 1894. 4«. 

Comite geoJogiqite in St, Peter^urg: 
Bulletins. Vol. XII, No. 8—7 et Supplement au T. XII. 1898. 8^ 
M^moires. Vol. IV, No. 3. 18n3. 40. 

Kais. russ. mincrnhunsclie (rcseU. schuft in St, Petersburg: 
Verhandlungen. 11. äerie. Band XIII. 1893. 8*^. 



Digitized by Google 



454 



VerzeichnisH der eiugelau fetten Druckschriften. 



Phi/sikal .-chemische Gesellschaft an der kais. Unirergität St. Petersburg : 
Schurnal. Tom. XXVI, 4-7. 1894. ^. 

Societi des naturnlistes in St. Petersburg: 
Travaux. Section de Botanique. Vol. XXIV. 1893/94. 8». 
Chcraitscheskiija Laboratoria. 1894. 8^. 

Kaiserliche Universität in St. Petersburg: 
Sapi«*ki. Tom. M. 1894. 8^. 

Uebersicht der Wirksamkeit der naturwissenschaftlichen Gesellschaft 

in St. Petersburg 1868 -1893. (In russ. Sprache.) 1893. 8". 
Oboscenie. (Vorlesungskataloj? 1894/95) 1894. 8« 

Academy of natural Sciences in Philadelphia: 
Proceedings. 1894, part L 1894. 8«. 

The Oriental Club of Philadelphia: 
Oriental Studies. 1888-1894. Boston 1894. 80. 

Historical Society of Pennsylvania in Philadelphia: 
The Pennsylvania Magazine. Vol. 18, No. L 1894. S». 

American philosophical Society in Philadelphia: 
Proceedings. Vol. 33, No. lAL Uh. 1894. 8«. 

Societä Toscana di scienze naturali in Pisa: 
Atti. Processi verbali. Vol. IX, pag. 63—132. 1894. 4». 

Alterthums -Verein in Plauen: 
Mittheilungen. HL Jahresschrift auf die Jahre 1893/94. 1893. 

K. geodätisches Institut in Potsdam: 
Polhöhenbestimmungen im Harzgebiet. 1887—1891. Berlin 1894. 40 

Böhmische Kaiser Franz Josefs Akademie in Prag: 
Rozprawy. Tlrida II. Rocnik III, ^islo L 2. 1894. 4«. 

, IIL , III. . 2. 
Historicky .Archiv. Cislo 4. 1894. 4«. 
Bulletin international. Cl. des sciences mathem. L 1894. 4®. 
Vestnik. Rocm'k III. cislo fi. 1894. 4«. 

SbTrka pramenuo etc. Skupina L Rada 2x öislo L 1894. 4". 
Gesellschaft zur Förderung deutscher Wissenschaft, Kunst untl 
Literatur in Böhmen in Prag: 
ü^ebersicht über die Leistungen der Deutschen Böhmens im Jahre 1892. 
1894. 8«. 

Mathematisch-physikalische Gesellschaft in Prag: 
Casopis. Band 23, Heft 3-5. 1894. 8«. 

K. böhmisches Museum in Prag: 
Pamatky archaeologicke a mistopisne. Bd. XVI, 3 — 6. 1893. 4®. 

K. K. Stermcarte in Prag: 

Magnetische und meteorologische Beobachtungen im Jahre 1893. 
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